
Transparents du troisième cours

– Graphes de Feynman

– Renormalisation
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Oppenheimer 1930
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∫
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D = 4

∫

||k||≤Λ

1

k2 + m2

1

((p1 + k)2 + m2)
d4k ∼ 2π2 lnΛ

Une correction de la masse

δS(φE) =
1

2
δm2(Λ)

∫

φ2
E(x) d4x →

donne une nouvelle contribution à la fonction

de Green

−
∫

φE(x1)φE(x2) δS(φE) dΛ
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Contre-terme

δS(φE) =
1

2
δm2(Λ) (2π)−4

∫

φ̂(k1) φ̂(k2) δ(k1 + k2)
∏

d4kj →

−
1

2
δm2(Λ) (2π)−4 δ(k1 + k2)

(

∫

φ̂(p1) φ̂(p2) φ̂(k1) φ̂(k2) dΛ)
∏

d4kj

↓

− δm2(Λ) (2π)4 δ(p1 + p2)
1

p2
1 + m2

1

p2
2 + m2

δm2(Λ) = (2π)−4 π2 g2 ln Λ → OK
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Développement perturbatif

SN(x1, . . . , xN) =

∑

∫

V (Γ)(p1, . . . , pN)

σ(Γ)
ei(x1.p1+...+xN .pN)

∏ dpj

(2π)D

– Γ (Graphe de Feynman)

– V (Γ)(p1, . . . , pN) (Valeur non-renormalisée)

– σ(Γ) (facteur de symétrie)
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Graphe de Feynman Γ

Complexe simplicial de dimension 1,

Γ(0) sommets, Γ(1) arêtes

∂j : Γ(1) → Γ(0) ∪ {1,2, . . . , N} , ∀j ∈ {0,1}

ι : Γ(0) → I

où I est l’ensemble des monômes dans Lint.
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Réalisation Géométrique

deg ι(v) =
∑

card ∂−1
j {v} , ∀v ∈ Γ(0)

∑

card ∂−1
j {v} = 1 , ∀v ∈ {1,2, . . . , N}

Externes

Γ
(1)
ext = ∪j ∂−1

j {1,2, . . . , N} ⊂ Γ(1)

Internes Γ
(1)
int ⊂ Γ(1)

|Γ| (non nécéssairement planaire)

|Γ| = Γ(1) × [0,1] ∪∂ (Γ(0) ∪ {1,2, . . . , N})
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Accouplement → Graphe

Lint =
∑

I M

(−1)n

n!

∫

φ̂(p1) . . . φ̂(pN)
∏

j∈X

Mj dΛ

M =
−z

d!
φE(x)d →

z (2π)D δ(
∑

ki)
∏

φ̂(ki)
dki

(2π)D

M = −z
2 (∂φE(x))2 →

z (2π)D δ(k1 + k2) k2
1 φ̂(k1) φ̂(k2)

dk1dk2

(2π)2D
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Accouplement → Graphe

∫

φ̂(p1) . . . φ̂(pN)
∏

j∈X

dj
∏

i=1

φ̂(ki(j)) dΛ

Chaque accouplement donne un graphe Γ

avec

– Γ(0) = X, ι(j) = Mj, X → I

– Γ(1) est l’ensemble des couples

Choix arbitraire d’orientation et ∂j

pℓ → ℓ ∈ {1,2, . . . , N} , ki(j) → j ∈ X = Γ(0)

pi accouplé à kℓ → externe
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Règles de Feynman

1) Pour chaque ℓ ∈ Γ
(1)
ext un propagateur

1

p2
i + m2

, i ∈ ∂(ℓ)

2) Pour chaque ℓ ∈ Γ
(1)
int un moment k = kℓ et

un propagateur

1

k2 + m2

dDk

(2π)D

3) Pour chaque sommet v, ι(v) = −z
d! φd

E une

loi de conservation

z (2π)D δ(
∑

∂0(ℓ)=v

kℓ −
∑

∂1(ℓ)=v

kℓ)

4) Pour chaque sommet v, ι(v) = −z
2 (∂φE)2

un terme

z (2π)D k2 δ(
∑

∂0(ℓ)=v

kℓ −
∑

∂1(ℓ)=v

kℓ)
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Valeur V (Γ)(p1, . . . , pN)

Intégrale multiple du produit des termes

ci-dessus :
∏

Γ(0)∪Γ(1)

Se factorise sur les composantes connexes de

|Γ|

V (Γ) =
∏

V (Γc)

Propagateurs externes

ǫ(Γ) = (2π)D δ(
∑

pj)
∏ 1

p2
j + m2

ǫ(Γ) =
∏

ǫ(Γc)

Nombre de variables d’intégration (connexe)

L(Γ) = cardΓ
(1)
int − cardΓ(0) + 1 = b1(|Γ|)
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Facteur de symétrie

(−1)n

n!

∫

φ̂(p1) . . . φ̂(pN)
∏

j∈X

Mj dΛ

|X| = n, M =
−z

d!
φd

E → pas de signe −

∏

j∈X

Mj =
∏

I

Mnι ,
∑

nι = n

(
∑

I M)n → binôme → dénominateur

δ =
∏

nι!
∏

(dι!)
nι , dι = degM

ordre du groupe ∆ des permutations des

termes φ̂(ki(j) qui respectent la structure

X → I etc...
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Isotropie accouplement =

Automorphisme du Graphe

σ(Γ) = card {g ∈ ∆; g(π) = π}

σ(Γ) = card AutΓ

Orientation ne fait pas partie de la structure
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Fonctions de Green connexes

Z(J) = N
∫

exp

(

i
S(φ) + 〈J, φ〉

~

)

D[φ] =

∞
∑

N=0

iN

N !

∫

J(x1) . . . J(xN)GN(x1, ..xN) dx1..dxN ,

iW (J) = log(Z(J)) =

∞
∑

N=0

iN

N !

∫

J(x1) . . . J(xN)GN,c(x1, ..xN)dx1..dxN .

Propagateur → ~, Interaction → ~−1,

Graphe Γ(p1, . . . , pN) → ~N+L(Γ)−1

Source J → ~−1

~
L(Γ)−1
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Euclidien = énergie libre

W =
∑ V (Γ)

s(Γ)
→ eW =

∑ V (Γ)

s(Γ)

V (Γ1∪Γ2) = V (Γ1)V (Γ2) , s(Γ) =
∏

nj!
∏

s(Γj)
nj

Z(JE) = N
∫

exp

(

−
S(φE) − 〈JE, φE〉

~

)

D[φE] =

∞
∑

N=0

1

N !

∫

JE(x1) . . . JE(xN)SN(x1, ..xN) dx1..dxN ,

W (JE) = log(Z(JE)) =
∑

Γconnexe

V (Γ)(JE)

σ(Γ)

V (Γ)(J) =

1

N !

∫

Ĵ(p1) . . . Ĵ(pN)V (Γ(p1, . . . , pN))
∏ dpj

(2π)D
.
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Graphes 1-particule irréductibles

Soit Γ un graphe de Feynman connexe.

Γ est 1-particule irréductible (1PI) ssi

1. L(Γ) ≥ 1 (pas un arbre)

2. Γ ne peut être disconnecté en enlevant une

ligne ℓ ∈ Γ(1)
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a) Soit Γ un graphe de Feynman connexe avec

|Γ
(1)
ext | = 2, alors Γ est de la forme Π1⋆. . .⋆Πn

avec Πj 1PI à deux arêtes externes

1PI 1PI 1PI 1PI 1PI

b) La somme des contributions de tous ces

graphes est

∑ V (Γ(p,−p))

σ(Γ)
=

1

p2 + m2 −
∑ U(Π(p,−p))

σ(Π)

Pas de propagateurs externes

V (Γ(p1, . . . , pN)) = ǫ(Γ)U(Γ(p1, . . . , pN))

V (Γ(p,−p)) = (p2 + m2)−q−1 U(Π(p,−p))q
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Action effective Seff

Seff(φ) = S(φ) −
∑

Γ∈1PI

U(Γ)(φ)

σ(Γ)

Corrections quantiques de l’action,

Seff(φ)

~
=

S(φ)

~
−

1

~

∑

Γ∈1PI

~
LΓ(φ)

σ(Γ)

U(Γ)(φ) =

1

N !

∫

∑

pj=0

φ̂(p1) . . . φ̂(pN)U(Γ(p1, . . . , pN))
∏ dpj

(2π)D
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Seff = transformée de Legendre de W (J)

∫

P(φ) e−S(φ) D[φ] =

∫

arbre

P(φ) e−Seff(φ) D[φ]

Phase stationnaire sur

exp

(

−
Seff(φ)

T

)

↓

réponse exacte !

⇐⇒ W (J) transformée de Legendre de

Seff(φ)
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Forme générale d’un graphe Γ connexe avec

|Γ(1)
ext | = 3

1PI 1PI 1PI 1PI 1PI

1PI

1PI

1PI

1PI

1PI

1PI

1PI

1PI

1PI
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Masse Physique

Représentation du groupe de Poincaré

k2 = µ2, k0 > 0

particules

Fm = ⊕∞
0 SnHm

G2, c(x1, x2) =
∫

i

p2 − m2 + iǫ
ei(x1−x2).p

dDp

(2π)D

= ∆+(x1 − x2, m2)
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Lehmann-Källen

La fonction de Green connexe (Minkowski)

Z−1 G2, c(x1, x2) =

∆+(x1−x2, m2
phys)+

∫

m2
phys+c

∆+(x1−x2, u)σ(u) du

G2, c a un pôle isolé en p2 = m2
phys

Euclidien + Action effective

S2, c(p) =
1

p2 + m2 −
∑

U(Π(p,−p))/σ(Π)
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Calcul de mphys

p2+m2−
∑ U(Π(p,−p))

σ(Π)
= 0 pour p2 = −m2

phys

self-énergie

Π(p2) =
∑ U(Π(p,−p))

σ(Π)
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Matrice S (LSZ)

φ′ = Z−1/2 φ

Z = résidu de S2, c(p) au pôle p2 = −m2
phys

〈k1, . . . , ks|S − 1|ks+1, . . . , kr〉 = i−r Z−r/2

∏

(k2
j − m2

phys)GN(−k1, . . . ,−ks, ks+1, . . . , kr)

Elément de S − 1 matrice = Fonction de

Green sans propagateur externe
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Renormalisation de la masse

k

p + k

p p

D = 4

Contribution à la self-énergie

π(p2) =
1

2
g2 (2π)−4

∫

1

k2 + m2

1

((p + k)2 + m2)
d4k
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Renormalisation de la masse

On distingue la masse nue m0 de la masse phy-

sique mphys et on pose

m2
0 = m2 + δm2(Λ)

et

On considère δm2(Λ)φ2

2 comme un nouveau

terme d’interaction dans le Lagrangien.

On prend m = mphys.

(d’où le propagateur (p2 + m2)−1)
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Contre-terme de masse

On choisit δm2(Λ) pour que la condition

Π(−m2) = 0

soit vérifiée, d’où

δm2 = π(−m2)

πren(p
2) = π(p2) − π(−m2)

πren(p
2) =

g2

32π2

∫ 1

0
log(

x(1 − x)p2 + m2

m2(1 + x − x2)
) dx
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Renormalisation de φ

φ = Z1/2 φ′

On change de variable dans l’intégrale fonc-

tionnelle

N ′
∫

exp(−S(Z1/2 φ′))φ′(x1) . . . φ′(xN)D[φ′]

L′ =
1

2
Z(∂φ′)2 + . . .

On choisit Z(Λ) pour que la condition

∂Π(−m2) = 0

soit vérifiée.
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