Transparents du quatrieme cours

— DIim-Reg + MS

— BPHZ



Renormalisation de la constante de
couplage
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Lagrangien avec les contre-termes
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Dim-Reg
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Gaussienne en dimension D
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Cas Général
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A(t)(q) = Y tjFj(q,0)?
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Lemme de Bernstein

Soit Q(t) un polyndme a n variables. Il existe
un opérateur différentiel polyndmial L(D) a n-
variables a coéfficients polyndomes en D et un
polyndme ¢(D) tels que

L(D)QP/? = qp)Q=P/?~1 wD

Cas non-singulier
AQ + Z A;0;Q =1

D

L(D) = _§A+ZAJ'8', q(D) = 5

Cas général :

F;. le sous-module engendré par Q—DP/2-k



D-modules (= représentations CCR)

p(t, D) Q~P/2k

Pm = {p(t, D) Q~P/2~™ : degp < m (deg Q+1)}

dim Py, ~ (deg @ + 1)" m"
|

Nombre de générateurs < (deg@ + 1)"



Distribution Q(t)~P/2 sur t; > 0

Soit g une fonction de classe C*° sur t; > O,
avec dérivées a décroissance rapide, alors

D)= [ g®QWlat

tjE[0,00)
se prolonge en une fonction méromorphe sur
C.

I1(D+2,9) = q¢(D)" Y 1(D, L(D)* g) + C(D)

L(D)* est I'adjoint de L(D) et C(D) terme de
bord
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Probleme dans le cas général

g(p,t) = e UM~ DHFEOP® ¢ 4y

n'est pas C*° sur t; > O.

(terme —tr(C Bf"(¢)) dans I'équation (34) d'Etin-
gof)

Lemme

g(p,t) = D> galt) p®

le développement de Taylor de g(p,t) en p =
0. Toutes les fonctions gq(t) sont de la forme
Q(t)~l*lhg avec hq de classe C sur t; > 0.
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Prolongement méromorphe

b(t,p) = e~ >t Fi(s(t,p).p)? — pa(t,p)

k(t,0) =0 d'ou a(t,0) = 0O
Taylor( b ) = polyndme en Taylor( a )

k(t,p) de la forme A(t)~1e(¢,p) avec £(t,p) bi-
linéaire en t et p.

Théoreme Les coefficients de Tayloren p =20
de I'expression U*(I"(p1,...,pN)) Se prolongent
en des fonctions méromorphes sur C.
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Sous-divergences
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L'intégration en ¢ donne
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t1 = As, to = A(1 — s)

t1 k% +to (k—p)2 = Ag® + \(s — s°)p°

q=k—(1-5s)p
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Terme non-local D =6
r(2-5)r(5 - D) — Pole double
(—2)"

(p?/u?)"% = - l0g™(p?/1?)

1 1
—g* (47)7° 1—8292 (log (PQ/MQ) + cst.) —
2

Fourier de p? log(p?/u?) non-local
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Différentiation / moments externes

1 D
et G

améliore la convergence

/ 1 ~dPr ~ _132t
(k —I— 0)2 42 3 z

insensible a Jp

(—3m31)x terme fini dans

1 1 D 13 21 > 2
d"k = —— O cst.
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Contre-terme C(v) du sous-graphe
divergent

1 4Dy 1 p,, 1 3,01
/(k—|—€)2£2 (k—|—£)2£2d ram iy

de I'ordre de k2 log k2

U (p,—p)) + C(Y) U(T /7(p,—p)) = (2m) 2P

11 11 2 51\
/k4(k—p)2 </ Gkt 022’ €+37T g z> @k

différentiation 827} donne la convergence, d'ou
la localité de la divergence (polyndme en p)

R(M) =U0)+CU/v)
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Contre-terme de masse

Sous-divergence devient

1 1
(k 4+ 0)2 +m? £2 + m?

dPy =
1
P21 (2~ p/2) /O ((z — 22)k2 + m2)P/2-2 gy

(am? 4+ bk?) 1

R(IM) = U(M)+C(v0))U /v0)) FC DU /vay)
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Structure externe

com? + cq k2

oo(f) == m 250(f)

o1(f) == (

d2
dk2

Sommets x;

62
50)(f) = 55/ ()

J

k=0
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Préparation

K
P
(0) Y
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Degré de divergence d’un graphe

deg (N = —2I + DL

I=cardrY) v =cardr©®, Jj_v=r-1

it

Exemple ¢3, on ignore les

AV4
L VAN L

car ils améliorent la convergence (et = dimen-
sion)

3V=2I+ N

Deux projections de {(s,£) : s € £}

deg(lM) = 6 —2N + (D — 6)L
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Sous-graphes

ASsSOCié a un sous-ensemble v C I’Z%t)

~ le graphe obtenu en dotant chaque compo-
sante connexe de v des arétes externes prove-
nant de I.

Chaque composante de ~ doit &tre un graphe
1PI de |a théorie avec degré de divergence po-
Sitif.

Le graphe " /v doit &tre un graphe de la théorie.
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Sous-graphes ¢3, L =2

deux sous-graphes de la forme

-
SO
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Sous-graphes ¢3, L =3

deux sous-graphes de la forme

—~_
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L = 3 suite

deux sous-graphes de la forme

—L [
SO
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L =3 fin

un sous-graphe de la forme

a-a
{}
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Sous-graphes ¢*

K
o/ pikca
\J/p
g

Trois sous-graphes de la forme v =

SOX
A
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Bogoliubov—Parasiuk—Hepp—Zimmermann

Préparation

On prépare d’abord un graphe I, en remplacant
la valeur non-renormalisée U(I") par

R(O=UM)+ > CNUT /)

~yCI
Contre-termes

C(M) =-T(R(I")) =

T (U(r) + > C(W)U(r/7)>

yCI
Valeur renormalisée

R(M=RMN+CI) =

Ur)+C(m)+ » cUu/v)

yCI
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Theoreme BPHZ

Si I'on calcule avec le Lagrangien

on obtient |la valeur renormalisée
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C(MN) = C(I gy m*+ C(M(qy) p°

Nouveaux sommets avec un indice v 1PI. Tout
graphe G permet de reconstituer un I de la
théorie initiale.

1 C(7i)
o(G) 11 o (i)

K(v) = nombre de choix de l'inclusion v C I
avec ' /v = G

K(y) _ 1
o(l) (@) I o(w)
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Schémas, Dessins d’enfants

— C peut étre définie sur Q

— (C est la compactification d’'un revétement
fini non-ramifié de P1(C) dont on a enlevé
les trois points {0, 1, cc}.

— (C est isomorphe a la compactification du
quotient du demi-plan de Poincaré par un
sous-groupe d’'indice fini de PSL(2,7Z).

— En tant que variété conforme (C' est obte-
nue en recollant entre eux un nombre fini de
triangles équilateres (dotés de la structure
conforme Euclidienne).

1 — n§"%(Xp) — 7§'¢(Xg) — Gal(Q/Q) — 1
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