
Transparents du quatrième cours

– Dim-Reg + MS

– BPHZ
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Renormalisation de la constante de

couplage

geff = Z−3/2



g −
∑ U(Γ(0,0,0))

σ(Γ)





g3 (2π)−6

∫

1

k2 + m2

1

((p + k)2 + m2)

1

((q − k)2 + m2)
d6k
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Lagrangien avec les contre-termes

LE =
1

2
(∂φ)2(1−δZ)+

(

m2 − δm2

2

)

φ2+
g − δg

6
φ3

t’Hooft-Veltman Dim-Reg + MS

(Soustraction Minimale)
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Dim-Reg

k

p + k

p p

→
∫

1

k2 + m2

1

((p + k)2 + m2)
dDk.

1
P =

∫∞
0 e−sPds

1

k2 + m2

1

(p + k)2 + m2
=

∫

s>0, t>0
e−s(k2+m2)−t((p+k)2+m2) ds dt.

−Q(k) = −λ ((k + xp)2 + ((x − x2)p2 + m2)) ,

s = (1 − x)λ , t = x λ
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Gaussienne en dimension D

∫

e−λ q2 dDq = πD/2 λ−D/2

k

p + k

p p

∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λ m2)

∫

e−λ q2 dDq λ dλ dx

= πD/2
∫ 1

0

∫ ∞

0
e−(λ(x−x2)p2+λ m2) λ−D/2 λ dλ dx

= πD/2 Γ(2−D/2)
∫ 1

0
((x−x2)p2+m2)D/2−2 dx
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Cas Général

IΓ(κ) =
P(κ, p)

∏

j Fj(κ, p)2 + m2
j

∫

P(κ, p)

(∫

e
−
∑

tj(Fj(κ,p)2+m2
j ) dt

)

dDκ =

∫ (

e
−
∑

tjm
2
j

∫

P(κ, p)e−
∑

tjFj(κ,p)2dDκ

)

dt

∑

tjFj(κ, p)2 = A(t)(q) +
∑

tjFj(κ(t), p)2 ,

q = κ − κ(t)
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A(t)(q) =
∑

tjFj(q,0)2

Gaussienne e−A(t)(q) dDq

∫

e−A(t)(q) dDq = πLD/2 det(A(t))−D/2

κ(t) = A(t)−1ℓ(t)

∫

e
−
∑

tjm
2
j−
∑

tjFj(κ(t),p)2
f(p, t) det(A(t))−D/2−n dt

Q(t) = det(A(t))
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Lemme de Bernstein

Soit Q(t) un polynôme à n variables. Il existe

un opérateur différentiel polynômial L(D) à n-

variables à coéfficients polynômes en D et un

polynôme q(D) tels que

L(D)Q−D/2 = q(D)Q−D/2−1 , ∀D

Cas non-singulier

A Q +
∑

Aj ∂jQ = 1

L(D) = −
D

2
A +

∑

Aj ∂j , q(D) = −
D

2

Cas général :

Fk le sous-module engendré par Q−D/2−k
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D-modules (= représentations CCR)

p(t, D)Q−D/2−k

Q−D/2−k−1 = P(t, ∂, D)Q−D/2−k

Pm = {p(t, D)Q−D/2−m : deg p ≤ m (degQ+1)}

dimPm ∼ (degQ + 1)n mn

↓

Nombre de générateurs ≤ (degQ + 1)n
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Distribution Q(t)−D/2 sur tj ≥ 0

Soit g une fonction de classe C∞ sur tj ≥ 0,

avec dérivées à décroissance rapide, alors

I(D, g) =

∫

tj∈[0,∞)
g(t)Q(t)−D/2 dt

se prolonge en une fonction méromorphe sur

C.

I(D + 2, g) = q(D)−1 I(D, L(D)∗ g) + C(D)

L(D)∗ est l’adjoint de L(D) et C(D) terme de

bord
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Problème dans le cas général

g(p, t) = e
−
∑

tjm
2
j −
∑

tjFj(κ(t),p)2
f(p, t)

n’est pas C∞ sur tj ≥ 0.

(terme −tr(C BF ∗
(t)) dans l’équation (34) d’Etin-

gof)

Lemme

g(p, t) =
∑

gα(t) pα

le développement de Taylor de g(p, t) en p =

0. Toutes les fonctions gα(t) sont de la forme

Q(t)−|α|hα avec hα de classe C∞ sur tj ≥ 0.
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Prolongement méromorphe

b(t, p) = e−
∑

tjFj(κ(t,p),p)2 = ea(t,p)

κ(t,0) = 0 d’où a(t,0) = 0

Taylor( b ) = polynôme en Taylor( a )

κ(t, p) de la forme A(t)−1ℓ(t, p) avec ℓ(t, p) bi-

linéaire en t et p.

Théorème Les coefficients de Taylor en p = 0

de l’expression Uz(Γ(p1, . . . , pN)) se prolongent

en des fonctions méromorphes sur C.
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Sous-divergences

p
p

k
k

k-p

Γ

U(Γ(p,−p)) =

(2π)−2D
∫

1

k4

1

(k − p)2
1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDkdDℓ

(et g4µ2z)
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L’intégration en ℓ donne
∫

1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDℓ =

kD−4 πD/2 Γ(2 − D/2)
∫ 1

0
(x − x2)D/2−2 dx

∫ 1

0
(x − x2)D/2−2 dx =

Γ(D/2 − 1)2

Γ(D − 2)

A des facteurs Γ prés,

I =
∫

(k2)D/2−4 1

(k − p)2
dDk

xD/2−4 = Γ(4 − D/2)−1
∫ ∞

0
e−tx t3−D/2 dt

I = Γ(4−D/2)−1
∫

e−t1 k2−t2 (k−p)2 t
3−D/2
1 dt1dt2dDk
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t1 = λs, t2 = λ(1 − s)

t1 k2 + t2 (k − p)2 = λ q2 + λ (s − s2)p2

q = k − (1 − s)p

I = Γ(4 − D/2)−1 πD/2

∫

e−λ (s−s2)p2
λ3−D s3−D/2 λdλds

U(Γ(p,−p)) = (4π)−D

Γ(2 − D
2 )Γ(D

2 − 1)3Γ(5 − D)Γ(D − 4)

Γ(D − 2)Γ(4 − D
2 )Γ(3D

2 − 5)
(p2)D−5

15



Terme non-local D = 6

Γ(2 − D
2 )Γ(5 − D) → Pôle double

(p2/µ2)−z =
∑ (−z)n

n!
logn(p2/µ2)

−g4 (4π)−6 1

18
p2 (log(p2/µ2) + cst.)

1

z

Fourier de p2 log(p2/µ2) non-local
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Différentiation / moments externes

∂p

∫

1

k2 + m2

1

((p + k)2 + m2)
dDk

améliore la convergence

∫

1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDℓ ∼ −

1

3
π3 k2 1

z

insensible à ∂p

↓

(−1
3π3 1

z)× terme fini dans

∫

1

k2

1

(k − p)2
dDk = −

1

3
π3 p2 1

z
+

1

6
π3 p2 log p2+cst.
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Contre-terme C(γ) du sous-graphe

divergent

∫

1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDℓ →

∫

1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDℓ+

1

3
π3 k2 1

z

de l’ordre de k2 log k2

U(Γ(p,−p)) + C(γ)U(Γ/γ(p,−p)) = (2π)−2D

∫

1

k4

1

(k − p)2

(

∫

1

(k + ℓ)2
1

ℓ2
dDℓ +

1

3
π3 k2 1

z

)

dDk

différentiation ∂n
p donne la convergence, d’où

la localité de la divergence (polynôme en p)

R(Γ) = U(Γ) + C(γ)U(Γ/γ)
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Contre-terme de masse

Sous-divergence devient
∫

1

(k + ℓ)2 + m2

1

ℓ2 + m2
dDℓ =

πD/2 Γ(2 − D/2)
∫ 1

0
((x − x2)k2 + m2)D/2−2 dx

(a m2 + b k2) 1
z

R(Γ) = U(Γ)+C(γ(0))U(Γ/γ(0))+C(γ(1))U(Γ/γ(1))
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Structure externe

c0 m2 + c1 k2

σ0(f) := m−2δ0(f)

σ1(f) := (
d2

dk2
δ0)(f) =

∂2

∂k2
f(k)

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

Sommets ×j

(0) → m2

(1) → k2
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Préparation

p
p

k
k

k-p

Γ

+

H0L

p
p

k
k

k-p

H0L

+

H1L

p
p

k
k

k-p

H1L
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Degré de divergence d’un graphe

deg (Γ) = −2I + DL

I = cardΓ
(1)
int , V = cardΓ(0) , I−V = L−1

Exemple φ3, on ignore les

car ils améliorent la convergence (et = dimen-

sion)

3V = 2I + N

Deux projections de {(s, ℓ) : s ∈ ℓ}

deg (Γ) = 6 − 2N + (D − 6)L
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Sous-graphes

Associé à un sous-ensemble γ ⊂ Γ
(1)
int

γ̃ le graphe obtenu en dotant chaque compo-

sante connexe de γ̄ des arêtes externes prove-

nant de Γ.

Chaque composante de γ̃ doit être un graphe

1PI de la théorie avec degré de divergence po-

sitif.

Le graphe Γ/γ doit être un graphe de la théorie.
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Sous-graphes φ3, L = 2

deux sous-graphes de la forme
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Sous-graphes φ3, L = 3

deux sous-graphes de la forme
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L = 3 suite

deux sous-graphes de la forme
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L = 3 fin

un sous-graphe de la forme
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Sous-graphes φ4

p

p

k

q

p+k-q

Trois sous-graphes de la forme γ =

Γ/γ
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Bogoliubov–Parasiuk–Hepp–Zimmermann

Préparation

On prépare d’abord un graphe Γ, en remplaçant

la valeur non-renormalisée U(Γ) par

R(Γ) = U(Γ) +
∑

γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)

Contre-termes

C(Γ) = −T(R(Γ)) =

−T



U(Γ) +
∑

γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)





Valeur renormalisée

R(Γ) = R(Γ) + C(Γ) =

U(Γ) + C(Γ) +
∑

γ⊂Γ

C(γ)U(Γ/γ)
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Théorème BPHZ

Si l’on calcule avec le Lagrangien

1

2



1 −
∑ C(Γ(1))

σ(Γ)



 (∂φ)2+

m2

2



1 −
∑ C(Γ(0))

σ(Γ)



φ2+

g

6



1 −
∑ C(Γ)

σ(Γ)



φ3

on obtient la valeur renormalisée
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C(Γ) = C(Γ(0))m2 + C(Γ(1)) p2

Nouveaux sommets avec un indice γ 1PI. Tout

graphe G permet de reconstituer un Γ de la

théorie initiale.

1

σ(G)

∏ C(γi)

σ(γi)

K(γ) = nombre de choix de l’inclusion γ ⊂ Γ

avec Γ/γ = G

K(γ)

σ(Γ)
=

1

σ(G)
∏

σ(γi)
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Schémas, Dessins d’enfants

– C peut être définie sur Q̄

– C est la compactification d’un revêtement

fini non-ramifié de P1(C) dont on a enlevé

les trois points {0,1,∞}.

– C est isomorphe à la compactification du

quotient du demi-plan de Poincaré par un

sous-groupe d’indice fini de PSL(2, Z).

– En tant que variété conforme C est obte-

nue en recollant entre eux un nombre fini de

triangles équilatères (dotés de la structure

conforme Euclidienne).

1 → πetale
1 (XQ̄) → πetale

1 (XQ) → Gal(Q̄/Q) → 1
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