
Transparents du neuvième cours

– Structures de Hodge mixtes

– Réalisation spectrale des zéros de zêta

– Fonctions L

– Facteurs locaux archimédiens

– Endomotifs

(ac + cc +mm)
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Filtration de Hodge

Filtration de Hodge

F p Hm
C =

⊕

r≥p

Hr, m−r

Pour tout p on a

Hm
C = F p Hm

C ⊕ Fm−p+1 Hm
C

Les Hp, q sont déterminés par

Hp, q = F p Hm
C ∩ F q Hm

C
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Structures de Hodge mixtes

Une structure de Hodge mixte sur Q (Q-MHS)

est un triplet (V, W•, F •) avec

– V espace vectoriel sur Q, W·V filtration crois-

sante (poids)

– F ·VC filtration décroissante de VC = V ⊗Q C

(Hodge),

vérifiant

GrWn VC = F pGrWn VC ⊕ Fn−p+1GrWn VC,

où F̄ · est le conjugué de F ·
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Morphismes : φ : V → V ′ préservant les filtra-

tions

Thm : Q-MHS est une catégorie abelienne

Exemples

Hodge-Tate de poids −2n, V = (2πi)nQ, H−n,−n

( (V, W•, F •) est pure de poids n si Wn = V et

Wn−1 = 0)

M1,x,Z = {(a, b) ∈ C× Z ; ea = xb}

0→ 2πi Z→M1,x,Z→ Z→ 0

W−3 = {0} , W−2 = W−1 = 2πi Z , W0 = M1,x,Z
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MN,z,Q est le Q-espace vectoriel engendré par

les colonnesk, W−2n = {k ≥ n}, F−k ↔ [0, k]





1 0 0 0 0
−Li1(z) 2πi 0 0 0

−Li2(z) 2πi log z (2πi)2 0 0

−Li3(z)
2πi (log z)2

2! (2πi)2 log z (2πi)3 0

. . . . .





Lik(z) =
∞∑

n=1

zn

nk

Monodromies en 0 et 1 = produit à droite par

M0 =





1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0

0 1
2

1 1 0

0 1
6

1
2

1 1




M1 =





1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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Structures de Hodge mixtes réelles (d)

(V, W•, F •) donne deux bigraduations de VC

V
p,q
F :=

F p∩Wp+q∩



F q ∩Wp+q +
∑

i≥0

F q−i+1 ∩Wp+q−i





V
p,q
F̄

:=

F q∩Wp+q∩



F p ∩Wp+q +
∑

i≥0

F p−i+1 ∩Wp+q−i





isomorphes quand on passe au gradué GrWVC

d = aF̄ a−1
F ∈ AutGrWVC

(d− 1)(V
p,q
W ) ⊂

⊕

r<p,s<q

V
r,s
W
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GrW induit une équivalence de catégories de R-

MHS avec la catégorie des espaces vectoriels

bigradués munis d’un automorphisme d tel que

(d− 1)(Ep,q) ⊂
⊕

r<p,s<q

Er,s

σ d σ−1 = d−1

où σ est la conjuguaison complexe
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Algèbre de Lie LS et le groupe S∗

Soit LS = F(d(.,.))• l’algèbre de Lie libre en-

gendrée par les éléments d(−p,−q) de bidegré

(−p,−q), p > 0, q > 0. L’algèbre de Hopf

HS := U(F(d(.,.))•)
∨,

duale graduée de l’algèbre enveloppante LS.

On note S le schéma en groupe affine associé

à HS, et par S∗ le produit semidirect S∗ =

S ⋊ (Gm ×Gm), avec l’action donnée par la bi-

graduation.

Thm (d) : R-MHS = Rep(S∗ ⋊σ Z/2Z)

Forme réelle

(λ, µ)→ (µ̄, λ̄) , d(i,j) → −d(j, i)
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Fonction zêta

ζ(s) =
∞∑

1

n−s =
∏

P

(1− p−s)−1 .

20 40 60 80 100 120 140

-4

-2

2

4
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Le signe − :

20 40 60 80 100 120 140

10

20

30

40

50

N(E) = 〈N(E)〉+ Nosc(E)

〈N(E)〉 =
E

2π
(log

E

2π
− 1) +

7

8
+ o(1)

Nosc(E) ∼
−1

π

∑

p

∞∑

m=1

1

m

1

pm/2
sin (m E log p)

Nosc(E) ∼
1

π

∑

γp

∞∑

m=1

1

m

1

2sh

(
mλp
2

) sin(m E T#
γ )
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Spectre d’absorption

Absorption Emission

Les deux sortes de spectres
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〈N(E)〉 comme volume symplectique

|h| ≤ E

h(q, p) = 2πq p

p

q

Λ

Λ

p q = E/2EE π

E/2πΛπΛEE

Vol(B+) =
E

2π
× 2 logΛ −

E

2π

(
log

E

2π
− 1

)
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Calcul détaillé

H = L2(R)even

(U(λ) ξ)(q) = ξ(λ−1q)

PΛ = {f ∈ L2(R)even | f(q) = 0, ∀q avec |q| > Λ}

P̂Λ = FPΛF
−1 , QΛ = PΛ P̂Λ

NE = U(hE)

hE(u) = |u|−1/2 1

2π

∫ E

−E
|u|isds ,

Thm :

Tr(QΛNE) =
4E

2π
logΛ− 2(〈N(E)〉 − 1) + o(1),

pour Λ→∞
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Tr (QΛ U(h)) = 2h(1) logΛ+

∫ ′ h(u−1)

|1− u|
d∗u+o(1)

2hE(1) logΛ =
1

2π
× 2E × 2 logΛ

∫ ′ hE(u−1)

|1− u|
d∗u = −2(〈N(E)〉 − 1)

〈N(E)〉 = 1 +
θ(E)

π

θ(E) fonction de Riemann-Siegel

θ(E) = −
E

2
logπ + ℑ logΓ

(
1

4
+ i

E

2

)

fs(u) = |u|is + |u|−is

hE(u−1) = |u|1/2 1

2π

∫ E

0
fs(u)ds ,
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∫ ′
f(u)

|u|1/2

|1− u|
d∗u = (log π + γ)f(1)+

lim
ε→0

(∫ 1

0
f(u)

2u1/2

(1− u2)1−ε

du

u
−

1

ε
f(1)

)

∫ ′
fs(u)

|u|1/2

|1− u|
d∗u =

2(log π + γ)− 2γ −
Γ′

Γ

(
1

4
+ i

s

2

)
−

Γ′

Γ

(
1

4
− i

s

2

)

∫ ′
hE(u−1)

1

|1− u|
d∗u =

1

2π

∫ E

0

(

2 logπ −
Γ′

Γ

(
1

4
+ i

s

2

)
−

Γ′

Γ

(
1

4
− i

s

2

))

ds

= −2(〈N(E)〉 − 1)
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Fonctions zêta pour les variétés

Weil + Deligne

Soit Y une variété projective lisse de dimension

d sur Fq et πℓ,m l’action de l’endomorphisme

de Frobenius de Y sur la cohomologie ℓ-adique

Hm(Ȳ , Qℓ) (ℓ 6= p) de Ȳ = Y ⊗Fq
F̄q

– Le polynôme

Pℓ,m(T) = Det(1− T πℓ,m)

est indépendant de ℓ 6= p et à coefficients

entiers.

– Les valeurs propres λj obtenues en décomposant

Pm(T) =
∏
(1− λj T) sur C sont de module

|λj| = qm/2

La fonction zêta d’André Weil est

Z(T) =
2d∏

0

Pm(T)(−1)m+1
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Variété sur Q → Motif : Hm(X) → Zêta

Soit X une variété projective lisse de dimension

d sur Q.

Si X admet une bonne réduction modulo p l’on

peut alors parler de la réduction de X en p qui

est une variété X(p) sur le corps Fp et désigner

par Pm,p(T) le polynôme associé à X(p) et Hm.

ζS(s) =
∏

p/∈S

1

Pm,p(p−s)

S ⊂ ΣK contient les places archimédiennes, on

doit multiplier par

∏

Σ∞
K

LKv
(H∗(X ×K Kv), s)
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Facteurs archimédiens LKv
(H∗(X ×K Kv), s)

Hm(Xv(C)) = ⊕p+q=mHp,q(Xv(C))

LC(H∗, s) =
∏

p,q
ΓC(s−min(p, q))hp,q

LR(H∗, s) =

∏

p<q

ΓC(s−p)hp,q ∏

p
ΓR(s−p)hp,+

ΓR(s−p+1)hp,−

où hp,± est la dimension du ±(−1)p-sous-espace

propre de l’involution de Hp,p induite par la

structure réelle et

ΓC(s) := (2π)−sΓ(s), ΓR(s) := 2−1/2π−s/2Γ(s/2)
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Représentation π(Hm, u)

π(Hm, u) ξ = u−pu−qξ , ∀ξ ∈ Hp,q

W = C∗ ⋊c Z/2Z

(deux cocycle c non-trivial)

π(Hm, wj) ξ = ip+q w−pw−qσ(ξ)

où σ est l’involution donnée par la structure

réelle
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Formule de trace de Lefschetz pour l’ac-

tion sur B

(ac + cc + mm)

z = 1+m
2 + is, et s ∈ R,

∫ ′

C∗

Trace(π(Hm, u))|u|z
C

|1− u|C
d∗u = −2

d

ds
ℑ logLC(Hm, z)

∫ ′

W

Trace(π(Hm, u))|u|z
H

|1− u|H
d∗u = −2

d

ds
ℑ logLR(Hm, z)
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Lemme

Pour Kv = R ou Kv = C et s réel, on a

∫ ′

K∗v

|u|
1
2+i s

|1− u|
d∗u = −2

d

ds
ℑ logΓKv

(
1

2
+ i s

)
.

Pour n ∈ Z et f(ρ) = inf(ρ, ρ−1), ρ > 0

1

2π

∫ 2π

0

einθ

|1− eiθρ|2
dθ =

f(ρ)|n|

|1− ρ2|
, ρ 6= 1

1− ρ2

|1− eiθρ|2
=

1

1− ρeiθ
+

1

1− ρe−iθ
− 1

h(ρ−1) = ρ2 h(ρ)
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Places complexes

Lemme

Pour Kv = C et p, q ∈ N avec m = p + q, z =
1+m

2 + is, et s ∈ R,

∫ ′

C∗

u−pu−q|u|zC
|1− u|C

d∗u = −2
d

ds
ℑ logΓC (z −min(p, q))

n = p − q, on a min(p, q) = m
2 −

|n|
2 , |u|C = uu,

u−pu−q = e−inθ |u|
−m
2

C
avec θ = argument(u)

∫ ′

C∗

e−inθ |u|
1
2+i s

C

|1− u|C
d∗u = −2

d

ds
ℑ logΓC

(
1

2
+ i s +

|n|

2

)
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Places réelles et quaternions

W groupe de Weil, normalise C∗ dans H∗, H =

C + Cj, avec j2 = −1 et j w j−1 = w, ∀w ∈ C.

u = w jǫ , w ∈ C∗ , ǫ ∈ {0,1} ,

Cas m = 2p et hp+ = hp−, paires de valeurs

propres de signes opposés, ±w−pw−p

Formule de duplication

ΓR(z) ΓR(z + 1) = ΓC(z)

Cas hp+ 6= hp−

|1− u|H = 1 + |w|2 , u = wj ,

Pour z = 1
2 + is et s ∈ R, on a

∫

R∗+

uz

1 + u
d∗u = −2

d

ds
ℑ log(ΓR(z)/ΓR(z + 1))
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Atiyah-Bott Lefschetz

B = H comme base, variété sur C (action à

droite)

Atiyah-Bott Lefschetz pour le ∂̄-complexe,

1

|1− u|H

Numérateur χ(u)

χ(u)

|1− u|2
H

=
1

|1− u|H

Fibré ∧jTC(H) associé à TC(H) fibré tangent

χ(u) =
∑

j

(−1)j χj(u) =
∑

j

(−1)j trace(∧j(u))

Cela donne le déterminant de 1− u ∈ H

χ(u) = |1− u|H
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Cas semi-local, formule de trace

ΓS = {q ∈ K∗ : |q|v = 1 , ∀v /∈ S}, AK,S =

(
∏

Kv)/ΓS, CK,S = (
∏

K∗v)/ΓS et α =
∏

v∈S αv

Thm (ac)

Soit h ∈ S(CK,S) alors, pour Λ→∞, on a

Tr(QΛU(h)) = 2h(1) logΛ

+
∑

v∈S

∫ ′

Q∗v

h(u−1)

|1− u|
d∗u + o(1)

Chaque K∗v ⊂ CK,S par u 7→ (1,1, . . . , u, . . . ,1)

et
∫ ′ donnée par la distribution sur Kv qui pro-

longe du
|1−u|

et dont la transformée de Fourier

relative au caractère αv est nulle en 1.
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Cas des variétés, conjectural

W groupe de Weil, u→ |u| ∈ R∗+ module, Wv ⊂

W groupes locaux. Soit h ∈ S(R∗+) ⊂ S(W ),

pour Λ→∞, on a

Trace(QΛ U(h)) = 2h(1)Bm logΛ+

∑

v∈S

∫ ′

Wv

h(|u|) Trace(πv(Hm, u))

|1− u|Hv

d∗u + o(1)

où Bm est le m-iême nombre de Betti de X, et
∫ ′ comme ci-dessus.

Serre → Bm indépendant de la place v
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Formules Explicites (Riemann)

π′(x) = Li(x)−
∑

ρ
Li(xρ)

+
∫ ∞

x

du

u(u2 − 1) logu
− log 2

π′(x) = π(x) +
1

2
π(x

1
2) +

1

3
π(x

1
3) + · · ·

Formules Explicites (Weil)

ĥ(0) + ĥ(1)−
∑

ρ
ĥ(ρ) =

∑

v

∫

K∗v

h(u−1)

|1− u|
d∗u
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Formules Explicites = Formules de Trace

(ac + rm + cc +mm)

TraceH1(h) = ĥ(0)+ ĥ(1)−
∑

v

∫

K∗v

h(u−1)

|1− u|
d∗u

où le dernier terme
∑

v
∫
K∗v

h(u−1)
|1−u|

d∗u est un

nombre d’intersection :

Z(h) •∆

TraceH1(h) = ĥ(0) + ĥ(1)− ∆ •∆ h(1)

−
∑

v

∫

(K∗v ,eKv)

h(u−1)

|1− u|
d∗u
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Géométrie Non-

Commutative
↔

Théorie des

Motifs

Théorie des champs

Espace de dimension z, : z → Xz pur

Zêta

Espace des classes d’adèles → cas des motifs

Hm(X) avec X variété projective lisse
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Frobénius en caractéristique 0 = Dual du

“temps” (ac+ cc+ mm)

Un espace noncommutatif évolue avec le temps !

σ
ϕ
t ∈ Out(M) = Aut(M)/ Int(M)

est indépendant du choix de ϕ

– ↓ Température → Espace classique

– Distillation → Module Cyclique

– Action Duale de R∗+ sur HC0 = analogue du

Frobénius sur la cohomologie étale ℓ-adique
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Thermodynamique des espaces
noncommutatifs

La condition KMS

ϕ(x∗x) ≥ 0 ∀x ∈ A , ϕ(1) = 1 .

σt ∈ Aut(A)

Im z = β

Im z = 0
F(t) = ϕ(aσt(b))

F(t + iβ) = ϕ(σt(b)a)

0

iβ

Fa,b(t) = ϕ(aσt(b)) Fa,b(t + iβ) = ϕ(σt(b)a)
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↓ Température → Espace classique

(A, ϕ)→ σt ∈ Aut(A)

Ωβ espace des états KMSβ de type I∞

ε(x) = Trace(πε(x) e−βH)/Trace(e−βH)

Ωβ ⊂ Ωβ′ , β ≤ β′

Â = A⋊σ R

πε,H(

∫
x(t)Ut dt) =

∫
πε(x(t)) eitH dt

R∗+ → Ω̃β → Ωβ , λ (ε, H) = (ε, H + logλ)

Morphisme de distillation

π : Â → C(Ω̃β,L1)
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Conoyau du Morphisme de Distillation

On veut une catégorie abélienne contenant celle

des algèbres noncommutatives :

Catégorie abélienne des Λ-modules

Λ = ∆C = C ∆ , BΛ = P∞(C)

Λ est la catégorie cyclique

A → A♮ = ⊕A⊗n
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La catégorie cyclique Λ

Présentation

δjδi = δiδj−1 for i < j, σjσi = σiσj+1, i ≤ j

σjδi =






δiσj−1 i < j
1n if i = j or i = j + 1
δi−1σj i > j + 1.

Pour obtenir la catégorie cyclique Λ on rajoute

pour chaque n un morphisme τn : [n]→ [n], tel

que

τnδi = δi−1τn−1 1 ≤ i ≤ n, τnδ0 = δn

τnσi = σi−1τn+1 1 ≤ i ≤ n, τnσ0 = σnτ2
n+1

τn+1
n = 1n.
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Distillation :

Λ-module D(A, ϕ) qui est le conoyau du mor-

phisme cyclique composition de π avec la trace

Tr : L1→ C

Action Duale :

Spectre de l’action canonique de R∗+ sur l’ho-

mologie cyclique

HC0(D(A, ϕ))
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Endomotifs

A est une limite inductive d’algèbres réduites

commutatives de dimension finie sur le corps

K et S est un semigroupe d’endomorphismes

ρ : A→ A

AK = A ⋊ S

U∗ρUρ = 1, UρU∗ρ = ρ(1), ∀ρ ∈ S

Uρ1 ρ2 = Uρ1 Uρ2, U∗ρ2 ρ1
= U∗ρ1

U∗ρ2
, ∀ρj ∈ S

Uρ x = ρ(x)Uρ, x U∗ρ = U∗ρ ρ(x), ∀ρ ∈ S

Foncteur

Endomotif → (A, ϕ) avec action du groupe de

Galois absolu.
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Exemples typiques :

Endomorphismes d’une variété algébrique (groupe),

Xs = {y ∈ Y : s(y) = ∗}.

Xsr ∋ y 7→ r(y) ∈ Xs.

X = lim←−
s

Xs

ξsu(ρs(x)) = ξu(x)

Exemple : Gm(Q), le système BC

Système projectif Xn = Spec(An), où An =

Q[Z/nZ] est l’anneau du groupe abélien Z/nZ.

La limite inductive est l’anneau A = Q[Q/Z] du

groupe Q/Z. L’endomorphisme ρn est donné

sur la base canonique er ∈ Q[Q/Z], r ∈ Q/Z,

par

ρn(er) =
1

n

∑

ns=r
es
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Interprétation Cohomologique de la réalisation

spectrale

Gm(Q), le système BC → (A, ϕ) avec action du

groupe de Galois absolu Gal(Q̄/Q).

Caractère χ de Gal(Q̄/Q) → projection pχ.

Théorème

La représentation de R∗+ dans

M= HC0(pχ D(A, ϕ))

donne la réalisation spectrale des zéros de la

fonction Lχ.
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