Transparents du neuvieme cours

Structures de Hodge mixtes
Reéalisation spectrale des zeros de zéta
Fonctions L

Facteurs locaux archimediens

Endomotifs

(ac + cc +mm)



Filtration de Hodge

Filtration de Hodge

Fp Hg’b — @ H’I‘,’I’I’L—’I‘

Pour tout p on a

H = FPH ' @ F—prt1l HY
Les HP:9 sont déterminés par

HPY = FPHP N FIHR



Structures de Hodge mixtes

Une structure de Hodge mixte sur Q (Q-MHS)
est un triplet (V, W,, F'®*) avec

— V espace vectoriel sur Q, W.V filtration crois-
sante (poids)

— F"V filtration décroissante de Vg =V ®¢ C
(Hodge),

vérifiant

GrVVe = FPGrYY Ve @ Fr—r+H1GrV v,

ou F est le conjugué de F



Morphismes : ¢ : V — V/ préservant les filtra-
tions

Thm : Q-MHS est une catégorie abelienne
Exemples
Hodge-Tate de poids —2n, V = (27i)"Q, H~ ™"

( (V,We, F'®*) est pure de poids n si W,, =V et
W,-1=0)

M 47 ={(a,b) e Cx Z; e* = 2"}
O0—2miZ — My 7 —72—0

W_3={0}, W_.o=W_1=2mZ, Wy= Ml,x,Z



My , @ est le Q-espace vectoriel engendré par
les colonnesy,, W_o,, = {k > n}, F~% — [0, k]

[ 1 0 0 0 0)
—Li1(2) D7 0 0 O
—Lis(2) 27 logz (274)2 0O O

—Liz(2) 2““20!92)2 (27i)2 logz (2mi)3 O

. = 2"
Lip(2) = Z =
n=1 n

Monodromies en O et 1 = produit a droite par

(10000\ 1 0 0 0O
01 00O 1 1 0 0 O
Mo=| 0 1 1 0 0 Mi=| 0 0 1 0 O
0%110 0O 0010

1
\o I 111 0000 1



Structures de Hodge mixtes réelles (d)

(V, We, F'®*) donne deux bigraduations de Vp
Pq .
VF —
FPAW), 440 (Fq N Wptg+ 2 FItiN Wp—|—qi>
i>0

p,q .__
V=

_ s
FINWy4q0 (F POWptq+ 3 FPTEN Wp+qi>
1>0

iIsomorphes quand on passe au gradué GrWV@

d= apagl € Aut GrWV@

d-1vpHc fp W
r<p,s<q



Gr" induit une équivalence de catégories de R-
MHS avec la catégorie des espaces vectoriels
bigradués munis d'un automorphisme d tel que

(d—1)(EPYYC & E™
r<p,s<q

cdo 1= g1

ou o est la conjuguaison complexe



Algebre de Lie Lg et le groupe S*

Soit Lg = F(d(+))e I'algébre de Lie libre en-
gendrée par les éléments d(—P:—9) de bidegré
(—p,—q), p> 0,qg > 0. L'algébre de Hopf

Hs 1= U(F(d))e)Y,

duale graduée de l'algebre enveloppante Ls.
On note S le schéma en groupe affine associé
a Hsg, et par S* le produit semidirect S*
S x (G, x Gyn), avec I'action donnée par la bi-

graduation.

Thm (d) : R-MHS = Rep(S* xs Z/27)

Forme réelle

o) — (G, %),  doD - gl



()=
1

_2\/2?/ UV\/\/\?UU\/W\/W "vvwwwvv




Le signe — :

50
40
30!
20!

10+

20 40 60 80 100 120 140

N(E) = (N(E)) + Nosc(E)

E E 4
(V(E) = 2 (09 £~ 1)+ L +0(1)
Nosc(E) ~ —Z Z R /2 sin (m E 1og p)

Nosc(E) ~ —Z Z

T v m=1" 2sh

sin(mET,#)

/\
r\>>,
S
N—_
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Spectre d’absorption

NN L L

Absorption Emission

LLes deux sortes de spectres
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(N(FE)) comme volume symplectique
h| < E

h(q,p) = 2mqp

— 2 T

_

E E E
Vol(B = —x2Ilo /\——(lO ——1)
(B4+) 5 g 5 g

s 2T
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Calcul détaillé

H = LQ(R)even
(UMW) & (q) =N "1g)
Py = {f € L*(R)*"*"| f(¢q) = 0, Vq avec |q| > A}

Pn=FPy\F 1, Qan= PpPy
N =U(hg)

1 E .
hp(u) = lul V2 [ juli®ds,

Thm ;:

TH(QANE) = o 10g A = 2((N(E)) 1) + o(1),

pour N — oo
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’h(u_l)
|1 —

Tr(QAU(R)) = 2h(1) log /\+/ d*ut-o(1)

1
2hp(1)log A\ = o X 2F x 2log A

T

/ hﬁ@_ul') du = —2((N(E)) — 1)

0(E)

7

(N(B)) =1+

0(F) fonction de Riemann-Siegel
E 1 E
0(E) = — logm + Jlogl (Z + 7;5)
fs(u) = |ul*® + |u] 7"

1y 121 (F
hp(u™") = [ul*"o— | = fs(u)ds,
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|U|1 2 o = (|Og7-‘-_|_,.y)f(1)_|_

[ s

1 2ul/2 du 1 >
' —->f@1
m, (/o F) gy, — /D

|u|1/2

//fS(u) 1 u|d*u —

2(logm +7v) — 2 7—;(%4—2'%) —;(%—z%>

! 1
d*u
/ g (u 11—l

L (e E () F (o5
— —2((N(B)) — 1)
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Fonctions zéeta pour les variéeteés
Weil + Deligne

Soit Y une variété projective lisse de dimension
d sur Iy et my,, I'action de I'endomorphisme
de Frobenius de Y sur la cohomologie /-adique
H™(Y,Qp) (L #p) de ¥ =Y ®p, F,
— Le polynOme

Pﬁ,m(T) = Det(1 — Tﬂ-ﬁ,m)

est indépendant de ¢ #= p et a coefficients

entiers.
— Les valeurs propres Aj obtenues en décomposant
P (T) = TI(1 — X; T) sur C sont de module

Al = ¢™/?
La fonction zéta d’'André Weil est

2d
Z(T) = [[ Pu(T)D™
0
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Variété sur Q — Motif : H"(X) — Zéta

Soit X une variété projective lisse de dimension
d sur Q.

Si X admet une bonne réduction modulo p I'on
peut alors parler de la réduction de X en p qui
est une variété X (p) sur le corps F), et désigner
par Pm (1) le polyndme associé a X (p) et H™.

1
Cs(s) = pl;[s P ()

S C 2k contient les places archimédiennes, on
doit multiplier par

H Ly, (H*(X xg Ky), s)
2K
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Facteurs archimédiens L (H*(X xx Ky),s)

H™(Xv(C)) = @ptq=mH"(Xu(C))

. p,q
Le(H*, s) = [[Tc(s — min(p, ¢))"
pb,q

Lr(H",s) =

P,q p,+ Py—
[T recG—p)" I rr(s—p)" Tr(s—p+1)"
p<q p

ol hPE est la dimension du +(—1)P-sous-espace

propre de l'involution de HPP induite par la
structure réelle et

Fe(s) = (2r) 7% (s), Tgr(s) :=2"2775/21(s/2)
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Représentation =(H™, u)

m(H™ uw)é =u Pu9¢, VEe HPA

W = C" x.7Z/27

(deux cocycle ¢ non-trivial)

r(H™ wj)é = P wPw 90(8)

ou o est l'involution donnée par la structure
réelle
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Formule de trace de Lefschetz pour l'ac-
tion sur B

(ac 4+ cc + mm)

zzH_Tm—I—is, et s € R,

! Trace(w(H™, z
[ (w(H™ w)lul

d
—2—Slog Le(H™, 2
C* 11— ul¢ ds 9 Ll )

// Trace(W(Hm,U))|u|f-]1d*u — iglog Lr(H™, z)
W 11— ulg as o
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Lemme

Pour Ky, =R ou K, = C et s réel, on a

1 .

sk d 1

du = —-2—Slogl (— 7}3) :
/K; 11 — ul ds 97 Ky 2 +

Pour n € Z et f(p) =inf(p,p~ 1), p>0

1 2n int n|
—/ - i0 zdez%’ p71
2w Jo [1—e"pl 1 — p=

1—p? 1 1

|1 _ €i€p|2 1 pew 1 _ pe—iQ -

h(p™1) = p? h(p)
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Places complexes
Lemme

Pour Ky = C et pge Navec m =p+gq, z =
ITm 4 s, et s € R,

I uw Pu—49ulc d
/ UE gy = —2 L5 10g Mc (2 — min(p,q))
* |1 —ule ds

n=p-—gq, on a min(p,q) = %—@, lulc = um,

—m

uwPr9 = e~ |y| 2 avec § = argument(u)
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Places réelles et quaternions
W groupe de Weil, normalise C* dans H*, H =
C+ Cj, avec j2=—-1et jwj 1 = w, YweC.

u=wj°, weC", €ec{0,1},

Cas m = 2p et hPT = hP—, paires de valeurs
propres de signes opposés, +tw Pw—P

Formule de duplication
MrR(z)Tr(z+ 1) = I'c(2)
Cas hPT £ hP—
1—ulg= 14 w?, u=uwj,

Pourz:%—l—z’s et se R, on a

“ d
[ dtu= —25310a(MR(2)/Ta(z + 1))
_|_
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Atiyah-Bott Lefschetz

B = H comme base, variété sur C (action a
droite)

Atiyah-Bott Lefschetz pour le 9-complexe,

1
11— ulg

Numérateur y(u)

x(w) _ 1
1—ulf  |1—uly

Fibré AT (H) associé a Tp(H) fibré tangent

x(u) = Y (1) x;j(u) = > (—1) trace(n’ (u))

J J
Cela donne le déterminant de 1 —u € H

xX(u) = [1 —ulg
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Cas semi-local, formule de trace

s ={q¢e€ K* : |lqv =1, Vv &S}, Axg =
(Il Ky)/Ts, Cr s = (I1 Kj)/Tg et a=TIlesw

Thm (ac)

Soit h € S(Ck g) alors, pour A — oo, on a
Tr(QaAU(h)) = 2h(1) log A
/ h(u 7
+ Z/ . d*u+ o(1)

vES

Chaque Kj C Ckg g par u — (1,1,...,u,...,1)
et f’ donnée par la distribution sur K, qui pro-
longe ﬁ et dont |la transformée de Fourier
relative au caractere ay est nulle en 1.
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Cas des variétés, conjectural
W groupe de Weil, u — |u| € ]R{i‘F module, W, C

W groupes locaux. Soit h € S(R%) C S(W),
pour A\ — oo, On a

Trace(QAU(h)) = 2h(1)Bm log A+

Z //U h(|lu|) Trace(my(H™, u))

d*u + o(1)
11— ulg,

vES

ou By, est le m-iéme nombre de Betti de X, et
[’ comme ci-dessus.

Serre — B,, indépendant de la place v
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Formules Explicites (Riemann)

7' (x) = Li(z) — Y _ Li(z”)
0

+/OO du log 2
z u(u?—1)logu J

1roN 1 1 1 1
m(x) = w(x) + §7r(:v2)—|— §W($3) + ...

Formules Explicites (Weil)

h(u™1)

d*u
1 — ul

FOEIOEDSIOED S
p v v
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Formules EXxplicites = Formules de Trace
(ac + rm + cc +mm)

h(u™1)
11— ul

d*u

Trace,;1(h) = h(0)+h(1) — Z/ *

—1
ou le dernier terme Y3, [+ h|(1“_u

nombre d’'intersection :

|) d*u est un

Z(h) e A

Tracey1(h) = h(0) + h(1) — A e A h(1)

h(u™1)

—-E:Q/ d*u
v (K{;kaeKv) |1 _ u|
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Géomeétrie Non- Théorie des

Commutative Motifs

Théorie des champs

Espace de dimension z, : z — X, pur

Zéta

Espace des classes d'adeles — cas des motifs
H™(X) avec X variété projective lisse

29



Frobénius en caractéristique 0 = Dual du
“temps” (ac+ cc+ mm)

Un espace noncommutatif évolue avec le temps!

of € Out(M) = Aut(M)/Int(M)
est indépendant du choix de
— | Température — Espace classique
— Distillation — Module Cyclique

— Action Duale de Rj_ sur HCy = analogue du
Frobénius sur |la cohomologie étale ¢-adique

30



T hermodynamique des espaces
noncommutatifs

La condition KMS
o(x*z) >0 Vee A, o(1) =1.

ot € Aut(A)
Imz=[3 :
B F(t +iB) = 0(0,(b)a)
S . F(t) = d(ao (b))

Fop(t) = @(ao(b))  Fop(t +1i8) = ¢(ot(b)a)
31



| Température — Espace classique

(A, p) — o € Aut(A)

QB espace des états KI\/ISB de type I«

e(x) = Trace(mw:(x) e‘ﬁH)/Trace(e_ﬁH)
QzCQy, B
A= AxsR
men([ 2@ Updt) = [ me(a(®)) e dt

Ri_)Q/BHQ/B’ A(e,H)z(e,H—l—IogA)

Morphisme de distillation

o A— C(Qp, L)
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Conoyau du Morphisme de Distillation

On veut une catégorie abélienne contenant celle
des algebres noncommutatives :

Catégorie abélienne des A-modules

A= AC=CA, BA=Ps(C)

A\ est la catégorie cyclique

A— Al = @ A"

33



LLa categorie cyclique A

Présentation

5j573 _ 57;5]'_1 for: < 3, 0j0; = 00541, 1<
5i0j—1 1< ]
03522 1n ife=j50rt=75+1
52'_10'3' 1> 7+ 1.
Pour obtenir |la catégorie cyclique A on rajoute
pour chaque n un morphisme 7, : [n] — [n], tel
que

™o = 0;_1Th—1 1< 1<n, mTmdyg = dn
oy = 0j_1Tp41 1 <0< n, Thog = onTi

T;'}“ = 1.
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Distillation :

A-module D(A, ) qui est le conoyau du mor-
phisme cyclique composition de = avec la trace
Tr: £l - C

Action Duale :

Spectre de |'action canonique de IR{*_I_ sur I'ho-
mologie cyclique

HCo(D(A, ¢))

35



Endomotifs

A est une limite inductive d’'algébres réduites
commutatives de dimension finie sur le corps
K et S est un semigroupe d'endomorphismes

p.A— A

AK: AxS

UsU, =1, UU% =p(1),  VpeS
Upi1po = Upy Upy, Upypy = Up Uy, Vpj €8
Upz = p(x)Up, xU;= Ujp(z), Vp€eS

Foncteur

Endomotif — (A, ¢) avec action du groupe de
Galois absolu.
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Exemples typiques :

Endomorphismes d'une variété algébrique (groupe),
Xs={yeY: s(y) = x}.
Xsr 2y r—r(y) € Xs.

%

S

Esulps(z)) = &ul(x)

Exemple : G, (Q), le systeme BC

Systéme projectif X, = Spec(A,), ou A, =
Q[Z/nZ] est I'anneau du groupe abélien Z/nZ.
La limite inductive est I'anneau A = Q[Q/Z] du
groupe Q/Z. L'endomorphisme p, est donné
sur la base canonique e, € Q[Q/Z], r € Q/Z,
par

,On(er) — l Z €s

N pns=

37



Interprétation Cohomologique de la réalisation
spectrale

Gm(Q), le systeme BC — (A, ¢) avec action du
groupe de Galois absolu Gal(Q/Q).

Caractere x de Gal(Q/Q) — projection p,.
Theoreme

LLa représentation de IR{*_I_ dans

M = HCO(pX D(Aa 90))

donne la réalisation spectrale des zéros de la
fonction L.
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