Sur la théorie non commutative de I'intégration

Alain Connes

Table des matieres

1

8

9

Introduction

Fonctions transverses sur G

Mesures transverses sur G

Image d’une mesure transverse
Représentations de carré intégrable de G

L’algebre de von Neumann des opérateurs
aléatoires

Poids normaux semi finis sur End(H)
Mesures transverses et feuilletages

Théorie de I’indice et feuilletages mesurés

10 Remarques

11

15

20

30

40

46

57

68

79



1 Introduction

Soient V' une variété compacte et F' un sous-fibré intégrable du fibré tangent ;
supposons que le feuilletage F tangent & F soit mesuré. On dispose alors (en
supposant F' orienté) du courant C associé par Ruelle et Sullivan a la mesure
transverse ; il est fermé de méme dimension que F' et définit une classe d’homo-
logie [C], élément de l'espace de dimension finie H,(V,R). Considérant ce cycle
comme le “cycle fondamental” du feuilletage mesuré, il est naturel de définir la
caractéristique d’Euler Poincaré en évaluant [C] sur la classe d’Euler du fibré F,
e(F) € HP(V,R). On espere alors interpréter cette caractéristique d’Euler sous
la forme usuelle ¥(—1)%3;, o1 3; désigne la “dimension moyenne” d’espaces de
formes harmoniques (par rapport & une structure Riemannienne sur la feuille,
dont §; ne dépend pas)

8 = /X dim(F(f)) dA(f)

ou X désigne l'espace des feuilles du feuilletage. La difficulté principale pour
établir une telle formule est que, en général, dim(H(f)), (o H'(f) désigne
I’espace de Hilbert des formes harmoniques de carré intégrable sur la feuille
€ X) est égal soit a 0 soit & +00, de sorte que, si ’on utilise la théorie usuelle
de l'intégration, comme la fonction a intégrer est invariante par multiplication
par 2, on a 3; = 0 ou +oc.

Dans cet article, nous développons d’abord une généralisation de la théorie
usuelle de 'intégration, qui, mieux adaptée a 1’étude d’espaces singuliers comme
I’espace des feuilles d’un feuilletage, I’espace des géodésiques d’une variété Rie-
mannienne compacte ou celui des représentations irréductibles d’'une C*-algebre,
permet de donner une valeur finie & une intégrale comme celle qui définit 5;.
Nous l'appliquons ensuite pour démontrer la version “feuilletage mesuré” du
théoreme de I'indice d’Atiyah Singer (cf. No VIII). Ce résultat s’inscrit dans la
direction proposée par Singer dans [43] [44] et déja illustrée par Atiyah dans [2].
Notre formalisme doit suffisamment aux idées de G. Mackey [22] [23] et A. Ram-
sey [30] [31] sur les groupes virtuels, pour que I’on puisse considérer cet article
comme une réalisation du programme de G. Mackey [22]. Il y a cependant une
nouveauté, cruciale pour la théorie des groupes virtuels, qui est celle de mesure
transverse sur un groupoide mesurable. Cette notion est étroitement reliée a la
théorie des traces et des poids sur les algebres de von Neumann. Le lien entre
groupes virtuels et algebres de von Neumann apparait déja clairement dans [8]
Corollaire 10 et a été développé dans [21] [39] [38] [16] et [17].

Espaces mesurables singuliers et intégration des fonctions infinies

La donnée de départ en théorie classique de 'intégration (ou des probabilités) est
celle d’un espace mesurable, c’est-a-dire d’un ensemble €2 (ensemble des résultats
d’une expérience aléatoire) et d’une tribu B de partie de  (événements). Une
mesure positive est alors une application A, dénombrablement additive, qui &
toute fonction positive mesurable v sur Q associe un scalaire A(v) € [0, +o0].



Bien que la théorie soit développée dans cette généralité, on 'applique surtout
aux espaces mesurés usuels, c’est-a-dire réunion d’une partie dénombrable et
d’un espace de Lebesgue. La classes des espaces mesurés usuels est cependant
instable par I'opération élémentaire d’image directe : si p désigne une application
de l'espace mesuré usuel (X, A, ) dans 'ensemble 2 on munit  de la tribu
B={B cC QpB) € A} et de la mesure A = p(u) : A(B) = u(p~*(B)).
Ainsi, par exemple, si T désigne une transformation ergodique de (X, A, u)
I'image de p par la projection naturelle p de X sur I’ensemble €2 des orbites de
T est singuliére au sens ou toute fonction mesurable sur €2 est presque partout
égale a une constante.

De méme, 'espace des géodésiques d’une variété Riemannienne compacte est
singulier des que le flot géodésique est ergodique. La théorie usuelle est inefficace
pour étudier ces espaces car elle est basée sur I’étude d’espaces fonctionnels qui
dans les cas ci-dessus ne contiennent que les fonctions constantes. La seule notion
que nous aurons a modifier, pour obtenir une théorie significative de I'intégration
sur les espaces singuliers, est celle de fonction.

Considérons 2 comme un ensemble, sans autre structure supplémentaire, et
examinons la notion usuelle de fonction positive sur 2. Discutons d’abord le cas
des fonctions & valeurs entieres f: Q — {0,1,...,00} =N,

Définissons un entier n € N comme un nombre cardinal, de sorte que tout
ensemble dénombrable Y définit un élément de N et que deux ensembles Y7, Y5
définissent le méme n ssi il existe une bijection de Y7 sur Ys.

De méme considérons une fonction f : @ — N comme destinée & mesurer la
cardinalité d’un ensemble Y au-dessus de € (i.e. muni d’une application 7 :
Y — Q avec 7~ {w} dénombrable pour tout w € ) par 1'égalité :

f(w) = cardinalité 7' {w} Vwel.

L’axiome du choix montre que pour deux ensembles (Y;,7;), ¢ = 1,2, au-dessus
de € définissent la méme fonction f, il faut et il suffit qu’il existe une bijection
p de Y7 sur Ys telle que mg 0 ¢ = 7.
Prenons un exemple, soit {2 ’ensemble des géodésiques du tore plat T2 et C' un
arc de courbe (de classe C*°) sur T?

'
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Nous étudions la fonction f qui a toute géodésique d € €2 associe la cardinalité
dednC.

Prenons pour premier ensemble au-dessus de 2 définissant f le sous-graphe de
cette fonction, i.e. :

Y1 ={(d,n) e QA xN, 0<n< f(d)} m(d,n) =d.

Le deuxieme ensemble au-dessus de {2 qui représente également la fonction f est
Pensemble Y5 des couples (d, c¢) ot d € €, ¢ € C'Nd, et ou l'on pose m2(d, c) = d.
Comme une géodésique d passant par ¢ € C' est uniquement déterminée par la
direction qu’elle a en ce point, on peut identifier Y avec C' x S! et donc en faire
un espace mesurable usuel.

Montrons que si ¢ est une bijection de Y; sur Y5 telle que w0 = 71, elle exhibe
un sous-ensemble non mesurable de U'intervalle [0, 1]. Choisissons un irrationel «
et considérons le flot ' de pente a sur T2, Associons & tout = € T? sa trajectoire
d(x) qui est une géodésique, d(z) € Q. On a, en général, Cardinalité (d(z) N
C) = +o0. Ainsi lapplication * — ¢(d(x),0) est une injection de 'espace
des trajectoires de F' dans Ys. Or, si ’on munit T? de la mesure de Lebesgue,
Iergodicité du flot F montre que toute application mesurable de T? dans un
espace mesurable usuel (comme Y5) qui est constante sur les orbites de F', est
en fait presque partout égale a une constante. Ainsi I’application ci-dessus de
T? dans Y> ne peut étre mesurable.

On voit donc que ’axiome du choix, en donnant la méme cardinalité au-dessus de
) aux ensembles Y7 et Y5 simplifie abusivement la situation. Tout en conservant
Paxiome du choix nous définirons une fonction généralisée (& valeurs entieres)
sur {2 comme une classe d’équivalence d’espaces mesurables Y au-dessus de 2,
en n’autorisant comme équivalence ¢ : Y7 — Y5, my0p = m; que les applications
mesurables. (La structure mesurable sur Y est supposée usuelle et compatible
avec m: Y — Q au sens ot G = {(y1,y2), 7(y1) = 7(y2)} est une partie mesu-
rable de Y x Y.)

Si F désigne une fonction généralisée sur Q qui est finie, i.e. Cardn Hw} <
00, Yw € 2, on voit facilement en munissant ¥ d’un ordre total mesurable
(en lidentifiant & [0,1]), que F' est équivalente au sous-graphe de la fonction
f(w) = Card m~!({w}). Ainsi la distinction ci-dessus n’intéresse que les fonctions
infinies, on retrouve pour les valeurs finies la notion ordinaire.

(Le passage aux fonctions a valeurs réelles positives se fait de la méme facon en
considérant un réel a € [0, +00] comme la classe de tous les espaces de Lebesgue
de masse totale «.)

Prenons maintenant pour € un espace singulier image par I’application p d’un
espace mesurable usuel (X, A). Nous dirons alors qu’une fonction généralisée F'
sur 2 est mesurable si le sous-ensemble suivant de X x Y est mesurable :

{(zy), ze X, yeV, px)=n(y)}.

Une mesure généralisée sur ) est alors une regle qui attribue a toute fonction
généralisée F', mesurable, sur Q un scalaire A(F') € [0, +o0] et vérifie :



1) o-additivité : A(Z Fn): > A(F,) (ou > F, est défini a partir de l'espace
1 1
mesurable somme des espaces Y,,).
2) Invariance : A(Fy) = A(F») si Fy est équivalente a Fy.

Par exemple, dans le cas de 'espace Q des géodésiques du tore T2 il existe sur
Q une mesure généralisée A telle que pour toute courbe C* on ait :

/ Cardinalité (C' N d) dA(d) = Longueur de C'.

On peut, a titre d’exercice, démontrer que si 'espace X, A qui désingularise §2
est muni d’'une mesure p, telle que (en supposant p~!(w) dénombrable Vw € )
on ait : A € A p-négligeable = p~1(p(A4)) p-négligeable, et si toute fonction
p(p)-mesurable sur  est presque partout constante, il existe alors sur € une
mesure généralisée A, unique & un scalaire multiplicatif pres, telle que :

3) F=0  p(u)-presque partout = A(F) = 0.

De plus 'ensemble des valeurs A(F), F fonction généralisée & valeurs entiéres,
est I'un des trois suivants :

I {0,1,...,00} =N
II  [0,400] =R
I {0, +o0}

Le cas I ne se produit que si € est réunion d’un point wy et d’'un ensemble
négligeable, et on a alors A(F) = Card F'(wp).

Le cas III exclu ’existence d’'une mesure généralisée intéressante.

Dans le cas II, dont un exemple est ’espace des géodésiques sur une surface
de Riemann compacte de genre > 1, on peut donner une intégrale finie a des
fonctions généralisées infinies partout, ce qui signifie que ’espace singulier est
de masse nulle. On peut réaliser concretement un tel espace en partant de cette
feuille de papier et en la pliant en deux une infinité de fois.

Mesures transverses sur les groupoides mesurables

Pour formaliser la notion d’espace mesurable quotient {2 du paragraphe précédent,
nous partons d’un ensemble 2 muni d’une désingularisation, i.e. d’un espace me-
surable (X,.A) et d’une projection p : X — €. On suppose bien entendu que
G = {(x1,22),p(x1) = p(x2)} est mesurable dans X x X. En fait la propriété
cruciale de G est d’étre un groupoide mesurable (cf. No I) pour la composition
(x1,22) o (x2,23) = (x1,23), Vapplication p définissant une bijection de l'en-
semble des classes d’isomorphisme d’objets de G avec 2. Nous appellerons donc
plus généralement désingularisation de {2 la donnée d’un groupoide mesurable G
dont € est ’ensemble des classes. Si G et G5 sont deux groupoides mesurables
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et h : G1 — G5 une équivalence (entre petites catégories) nous considérerons les
désingularisations correspondantes de {2 comme équivalentes.

Notre programme est alors de traduire sur GG la notion de mesure généralisée
sur §2, puis de vérifier que la théorie est invariante par équivalence.

Dans le numéro I nous introduisons la notion de fonction transverse sur un
groupoide mesurable. Dans le cas ou G = {(x1,22), p(x1) = p(z2)} elle se réduit
a celle de fonction généralisée sur Q, de la forme (X, p, v), & valeurs dans [0, +00]
(ce qui explique qu’il s’agisse d’une famille de mesures, un nombre réel étant
représenté par un espace mesuré). Dans le cas opposé, ot G est un groupe, elle
se réduit a la notion de mesure de Haar a gauche.

Dans le numéro II nous introduisons la notion de mesure transverse de module
0, sur G, ot § désigne un homomorphisme de G dans R% . Le cas § = 1 est
exactement la traduction de la notion de mesure généralisée sur (2, la condition
de normalité (cf. IT 1) est la traduction de la o-additivité de A et la condition
d’invariance & droite (cf. II 1) traduit I'invariance de A. Le cas non unimodulaire
0 # 1 est important car il permet de traiter le cas III ci-dessus. Le résultat prin-
cipal que nous démontrons dans II est la caractérisation des mesures transverses
A, de module 4, par la mesure = [ s(671%) dA(x) sur GV, ce qui constitue
I’analogue du théoreme classique de désintégration des mesures : ayant fixé la
fonction transverse v (avec v* # 0 Vz), Papplication A — p est une bijection
entre mesures transverses de module § sur G et mesures pu sur G(© dont les
mesures conditionnelles sur les classes d’isomorphisme d’objets sont proportion-
nelles aux s(6~u).

Dans le numéro III nous montrons comment la donnée de A permet d’intégrer les

fonctions généralisées mesurables sur €2, ce qui nous permet de vérifier facilement
I’invariance de notre notion par équivalence de groupoides mesurables. En parti-



culier, on peut prendre 'image directe d’'une mesure transverse A; sur G par un
foncteur mesurable h : Gy — G5 et Ay = h(A1) ne change pas si 'on remplace
h par un foncteur équivalent. [C’est ici qu’apparait le plus clairement I’avantage
de notre formalisme sur la théorie existante des groupes virtuels de Mackey (cf.
[23] [30] [31] [21]). Dans cette théorie on suppose fixée une classe de mesure sur
G, ayant des propriétés de quasi-invariance, et la notion (dégagée dans [16] et
[41]) de systeme de Haar remplace celle de mesure transverse. Cette notion ne
se transporte pas d’un groupoide a un groupoide équivalent, chaque systeme de
Haar définit une mesure transverse (cf. Théoreme IT 3) et seule cette derniére se
transporte. En allégeant ainsi la donnée de départ on évite aussi toutes les diffi-
cultés lides & la composition des foncteurs (cf. [30] et [17]). Dans [30] on considere
G comme identique au réduit G 4 ot A€ est négligeable, cette notion n’a pas de
sens dans notre formalisme car seuls les ensembles saturés négligeables peuvent
étre définis & partir d’une mesure transverse A. Dans [30] A. Ramsey montre que
les foncteurs mesurables ne sont pas toujours composables, seules leurs classes
déquivalence le sont. L’unique raison est l’identification abusive ci-dessus de G
avec G 4 ; si on ne 'autorise que pour A saturé, A-négligeable la difficulté dis-
parait et on obtient une notion entierement satisfaisante de foncteur absolument
continu.

Algébres de von Neumann et espaces singuliers

Passons maintenant au point de vue algébrique de la théorie des probabilités, i.e.
celui qui étudie l'algebre de Boole des événements, ou ce qui revient au méme,
lalgebre des classes de variables aléatoires bornées : L>(Q, B, A).

Les algebres que ’on obtient ainsi sont exactement les algebres de von Neu-
mann commutatives, et la théorie des traces (unimodulaire) et des poids (non
unimodulaire) sur les algeébres de von Neumann générales constitue la théorie
non commutative de I'intégration.

Soit M une algebre de von Neumann et appelons M-module tout espace hil-
bertien H muni d’une représentation normale de M dans H. Il est clair que
les M-modules forment une catégorie Cps; ce qui est intéressant c’est que la
connaissance de la catégorie Cp; permet de retrouver le genre de M (M; et
M ont méme genre ssi leurs produits tensoriels par le facteur de type I, sont
isomorphes) (cf. [34]).

Dans le cas commutatif, ot M = L (Q, B, A), la catégorie Cps se décrit comme
celle des champs mesurables d’espaces de Hilbert sur €2, un morphisme du champ
(Hy)wea dans (H.)weq étant une classe, modulo 'égalité presque partout, de
sections mesurables T = (T,,)uecq, ou T, : H, — H/, est un opérateur borné (et
Ess Sup ||T,]] = ||T||cc définit la norme).

Dans notre cadre I'espace des parametres () est 1’espace des classes d’isomor-
phisme d’objets du groupoide mesurable (G, B) muni d’une mesure transverse
A. La notion de champ d’espaces de Hilbert sur 2 est remplacée par celle de
foncteur mesurable de G dans la catégorie des espaces de Hilbert (pour la tra-
duction de la mesurabilité cf. No IV). Comme quand G est un groupe cette



notion se réduit a celle de représentation unitaire de G on parle également de
représentation de G.

La catégorie Cp, “duale” de (G, B, A), a pour objet des représentations de G et
pour morphismes les classes, modulo 1’égalité A-presque partout, d’opérateurs
d’entrelacement (si T = (T, )zec(0) est un opérateur d’entrelacement ’ensemble
{z, T, = 0} est saturé; on peut donc définir sa nullité pour A).

Contrairement au cas usuel ou Cy contient tous les champs mesurables sur €2, le
cas singulier nécessite de ne considérer que les représentations de carré intégrable
de (G, B).

Cette propriété de régularité ne dépend que de la structure mesurable de G,
et on peut la définir en disant que H et de carré intégrable ssi c’est une
sous-représentation d’une représentation H', avec H' < H' ® K (< signifie
I’équivalence & une sous-représentation) pour toute représentation K avec K, #

0, Vz. Dans le cas ou G est un groupe localement compact on retrouve la notion
connue (cf. [15] [27] [28] [25]).

Notons que en général la catégorie Cpn ne dépend que de la classe de A, i.e.
que de la notion d’ensemble saturé A-négligeable. La catégorie Cp est de plus
équivalente a une catégorie Cp; ou M est une algebre de von Neumann, unique-
ment déterminée si on la choisit proprement infinie.

La donnée de A dans sa classe a pour duale, dans le cas unimodulaire § =
1, celle d’une fonction dimension sur Cp, qui & tout H associe dimp(H) =
[ dim(H,)dA(z) (Uintégrale étant prise au sens singulier, cf. No VI). Dans le
cas d’un groupe localement compact unimodulaire, une mesure transverse A est
une forme linéaire positive sur ’espace a une dimension des mesures de Haar
a gauche, et dimp (H) est le degré formel usuel des représentations de carré
intégrable par rapport a la mesure de Haar a gauche v, telle que A(v) = 1.

Dans le cas non unimodulaire la donnée de A définit une trace, non sur l'algebre
de von Neumann Ends(H) commutant de la représentation, mais sur 'espace
des opérateurs de degré 1, i.e. vérifiant U(y) T, U(y) ™' =6(7) Ty, Vv 12 — y
(on U(y) : Hy — H, désigne la représentation de v € G). Ceci nous permet
d’établir une bijection naturelle entre poids sur Endy (H) et opérateurs de degré
1 positifs puis de calculer tres simplement les invariants des poids tels le spectre
du groupe d’automorphismes modulaires, son intégrabilité, son centralisateur.
Comme corollaire de notre présentation il est clair que la catégorie Cp (et donc
lalgebre de von Neumann proprement infinie correspondante) ne change pas si
l’on remplace G par un groupoide équivalent. De plus 'existence sur Cy, d’une
opération de produit tensoriel qui n’existe pas sur la catégorie Cp; permet de
montrer une propriété particuliere des algebres de von Neumann de la forme
Endy (H) (cf. Corollaire VII).

Théoréme de I’indice pour les feuilletages mesurés

Soit F un feuilletage d’une variété V, I’espace €2 des feuilles de F est en général
un espace singulier, au numéro VII nous établissons le lien entre mesures trans-



verses sur ) et mesures transverses A au sens usuel [29] [45] [36] pour le feuille-
tage F. Au numéro VIII nous démontrons la formule de l'indice pour tout
opérateur elliptique D sur la feuille F d’un feuilletage mesuré (F,A) d’une
variété compacte V :

/ dim(ker D) dA(f) — / dim(ker D})dA(f) = ch DTd (V) [C]
Q Q

out Dy désigne la restriction de D & la feuille f € €2, ol ch D désigne le caractere
de Chern du symbole principal de D (cf. No VIII), Td (V) la classe de Todd de
la variété V et [C] le cycle asymptotique, [C] € H,(V,R) associé & la mesure
transverse A par Ruelle et Sullivan. Contrairement a ce qui se produit pour les
revétements de variétés compactes (cf. [2]) I'indice Indy (D) est, méme apres
normalisation de A, en général irrationel. (Soient par exemple I'; et I's deux
réseaux de C, munissons V = C/T'; x C/T'5 du feuilletage F défini par le groupe
des translations 7,(a,b) = (a + 2z,b + 2) (V(a,b) € V', z € C) et de la mesure
transverse A associée a la mesure de Haar de V' (en général c’est la seule mesure
transverse pour f, a normalisation pres). Soit E; (resp. Es) le fibré complexe
de dimension un sur V associé au diviseur {0} x C/T'y (resp. C/T'y x {0}),
comme le fibré tangent & F est trivial on peut parler de l'opérateur dp, (resp.
Op,) agissant sur les sections de E; (resp. E») le long de F. Pour toute feuille
f={(a+20b+2),z € C} de F, le noyau Hp, (f) de dg, s’identifie & 'espace
des fonctions méromorphes sur C n’ayant de pole qu’aux points de I'1 — a (avec
ordre < 1) et qui sont de carré intégrable (comme sections de E7). Le noyau de
(0p,)* est réduit & {0} et la formule de I'indice donne :

/dim(HEl(f)) dA(f) = densité (T'y).

On a donc en général dimy Hg, /dimpy Hg, = densité'y/densité 'y ¢ Q. Si
on prend le diviseur associé a {0} x C/T's — C/T'y x {0}, en supposant que
densité 'y > densitéI's, le noyau de l'opérateur Op (correspondant au fibré
E = F; ® E}) sur f, s’identifie & 'espace des fonctions méromorphes n’ayant
de poles qu’aux points de I'y — a mais nulles sur I's — b, et on a de méme

/dim(HE(f)) dA(f) = densitéT'; — densitéI'y .

On peut montrer que le noyau de Op agissant dans Pespace des sections de
carré intégrable de F sur V (en dérivant dans le sens des feuilles) n’est formé
que des sections holomorphes de FE sur V (de sorte que I’holomorphie le long
des feuilles implique 'holomorphie sur V') dés que I'y et 'y sont en position
générale. L’indice de O agissant sur V' ! est alors nul alors que celui de g sur
F est densité 'y —densité 'y ce qui montre qu’il n’y a pas en général de relations
entre ces deux indices analytiques.

li.e. dim(ker dg) — dim(ker(85)), bien que dp ne soit pas elliptique au sens ordinaire, ces
deux dimensions sont finies dans le cas considéré.



Notations

Soit G un groupoide, c’est par définition une petite catégorie dans laquelle tout
morphisme v :  — y est un isomorphisme. Nous notons v~ I'inverse de 7. Soit
G Densemble des objet de G, nous lidentifions & {7y € G,y 0~y = ~}. Pour
v € G,y :x — ynous notons x = s(v) et y = r(7), s(y) = v~ 1y est I'objet
source et 7(y) = vy~ objet but. Pour (v1,72) € G x G la composition v oy
a un sens quand s(v1) = r(72), notons

G® = {(71,72) € G x G,5(71) = 7(72)}-

Pour y € G, soit G¥ = {y € G,7(7y) = y} et Gy ={y€G,y:y — y}, qui est
un groupe.

La relation “x est isomorphe a y”, i.e. 3y € G, 7 : © — y est une relation
d’équivalence sur G(©) que nous écrirons x ~ y. Pour tout sous-ensemble A de
G le saturé [A] est {x € G 3y € A,z ~ y}.

Pour tout sous-ensemble A de G°), nous noterons G 4 le groupoide G4 = {v €
G,s(v) € A,r(y) € A}, ainsi G,y = G}. Nous appellerons groupoide mesurable
un couple (G, B) d’un groupoide G et d’une tribu de parties de G telles que les
applications suivantes soient mesurables : r,s,7 +— v~ ! et o (Composition).
Nous dirons que G est séparable si la tribu B est dénombrablement engendrée.

Soit (X, B) un espace mesurable, nous noterons F*(z) (resp. F (X)) Tespace
des applications mesurables de X dans (0, +oo] (resp. [0, +00]).
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2 Fonctions transverses sur (¢

Soit G un groupoide mesurable.

Nous appellerons Noyau sur G la donnée d’une application A de G(® dans
I’espace des mesures positives sur G, telle que :

1) Vy € GO\ est portée par GY =~ ({y});
2) Pour tout A € B, Papplication y — AY(A) € [0, +00] est mesurable.
Un noyau A est dit propre si G est réunion d’une suite croissante (A, )nen de

sous-ensembles mesurables de G tels que vy — A\*(V) (y~1A,) soit bornée pour
tout n € N.

Soit A un noyau sur G, on lui associe alors deux noyaux au sens usuel ([33] p. 8)
de G dans G, définis par :

R(A), = 7A* ot @ = 5(7)
L(X)y = (R(X\),-1)~ ou ~ est I'application v — y~! de G dans G.
Le noyau A est propre ssi R(\) est propre au sens de [33] p. 8. Par construction

R(\) commute avec les translations & gauche et L(\) avec les translations &
droite.

Pour f € F*(Q) les fonctions R(A\)f et L(\)f sont données par :

ROF)(7) = / Fo) N () Yy eG, s() =z
TN () = / F( ) dN () Yy eG, () =y.

Nous écrirons A % f pour L(A\)f et f X pour R(\)f.
Soit CT I'espace des noyaux propres sur G.

Le théoréme de Fubini montre que si A; et Ay sont des noyaux propres sur G
on a :

()\1*.]0)*5\2:)\1*(']“*5\2) Vf€f+<G)

Soit A un noyau sur G, pour toutes f € F(G) notons A(f) la fonction positive
sur GO telle que :

() () = / FAN VyeGQO.

Pour toute ¢ € F*(G@) on a A((gor)f) = q- A(f).

Soient A un noyau sur G et h € F*(G), application y — h - A\Y est encore un
noyau sur GG, noté hA. Notons que hA est propre si A est propre.

Soient A1, Ao des noyaux sur G, on définit leur produit de convolution A * Ay
par I’égalité :

(A1 # Ao)? = / (WA dN(y) Yy e GO,

11



En particulier pour toute f € F7(G) on a :

(A1 A)(f) = / / ) dAE() N () = A (f % o).

Ainsi Ay * A2 est un noyau et R(A#X2) = R(A)oR()A2) au sens de la composition
usuelle des noyaux [33] p. 11. On a de méme L(A\; * A2) = L(A\1) o L(Ag). La
convolution des noyaux est associative [33] p. 11, mais méme si A; et Ao sont
propres il se peut que Ay * Ay ne soit pas propre. La condition suivante est
suffisante pour que cela ait lieu :

Lemme 1.
a) Si A; est borné et Ay est propre, alors A\; * Ay est propre.
b) Si Ay est borné et porté par B € B, et si il existe une suite croissante (A4, )nen,

A,, € B telle que pour tout n, v +— )\i(v) (v~1A, B~1) soit borné, alors A; * Ay
est propre.

Démonstration.

a) En effet, \ est propre <& R(\) est propre ([33] p. 8), et R(A1 * A\2) = R(\q) o
R(\z) ot R(\1) est borné par hypothese.

b) Ona (A1 X)* (v 4n) = [N (v 'y An) AT () < CAP(v "4 B 7Y,
d’ou le résultat. Q.E.D.

Soit A un noyau sur G, nous noterons s(\) (resp. 7(\)) le noyau usuel de G(%)
dans G tel que :

s(N)z = s(A\?) Yz ea® (resp. r(A)y =1(A*) V).

Meéme si A est propre il se peut que s(\) ne soit pas propre. On a s(\) f = A(fos)
et s(A1 % A2) = s(A1) 0 s(Ag) car :

LN (for)=(s(\)f)or, VfeF Q).
En effet L(A)(for)(y) = [(for)(y' ') dN(Y) = [ fos(y)dN ().

Définition 2. On appelle fonction transverse sur G tout noyau v vérifiant la
condition suivante :

yw* =Y VyeG, y:x—y.
Soit v une fonction transverse; pour que v soit propre il faut et il suffit qu’il
existe une suite croissante (A, )nen, An € B, telle que x — v*(A,,) soit bornée
Vn € N. (Les seules fonctions transverses qui nous intéressent sont celles qui
sont propres, au point que nous omettons librement ce qualificatif quitte & dire
que v est impropre sinon.)

Soit v une fonction transverse, alors A = {x,* # 0} est un sous-ensemble me-
surable de G(©) qui est saturé : Yy :z — y, © € A < y € A. Nous Pappellerons
le support de v.
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Lemme 3. Soient v et A comme ci-dessus; si v est propre, il existe une fonction
f € FH(G) telle que

v(f)=1a, f() >0 Vy€Gq4.

Démonstration. Par hypotheése G est réunion d’une suite (4, )nen avec v(A,)
= C, < o0 ol C, € R%, ainsi avec g = 27" C; 14, on a g(y) > 0, Vv et
v(g) < 1.Pourx € A, onawv(g)(z) # 0, on pose alors f(v) = (v(9)(r(7))) *9(7)
pour v € G4 et f(v) = 0 sinon. Q.E.D.

Nous dirons que v est fidéle si son support est égal & G(*). Nous notons £F 1es-

. =+ . .
pace des fonctions transverses propres sur G, et £ celui de toutes les fonctions
transverses sur G.

Proposition 4.
a) Soient v € £, f € FT(G©), alors (fos)v € ET.
b) Supposons (G, B) séparable. Soient vq,v5 € £T. Supposons que pour tout

r e GO, vy est absolument continue par rapport a v§, il existe alors f €
FH(GO), telle que vy = (f 0 5) va.

Démonstration.
a) L’invariance a gauche de (f o s) v est immédiate ; il faut vérifier que ce noyau
est propre mais cela résulte de la finitude de f.

b) Soit (P™),en une suite croissante de partitions finies de G, mesurables, en-
gendrant B. Tout v € G est dans un unique atome EZ de P" et on pose (cf. [33]
p. 32)
fu) = WEDMAED) s (ED) £0

) = 0 si WY(Em)=0.

Par construction f,, est mesurable et pour tout y € G(© la suite f,, restreinte &
GY converge v3-presque stirement vers dvy /dvy. On pose f = lim f,, (et 0 1a ou
la limite n’existe pas) et on obtient b). Q.E.D.

Proposition 5.
a) Soit ¥ un noyau sur G ; pour que v soit une fonction transverse il faut et il
suffit que
Rw)f=v(f)or VfeFt(Q).

b) Soient v une fonction transverse propre, A un noyau propre sur G alors
v(Ax f) = Av(f)os) =s(Nw(f)  VfeF(G).
c) Soient v et A comme en b) et f € FT(G) alors :

Axfr=Axflv et Axv=(A1)or).
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Démonstration.

@) O (RE))0) = [ F07/) () e M) = [ 1) (6" ot
résultat.

b) Onav(Axf)or = R(v)L(\)f = LINR(v)f = L(A\)(v(f)or) d’ou le résultat.
¢) Poury € GO et Ac Bona:

(e trra) = [T = [[ o)1) are) ave)

-/ ( [ s an >) La(y) dv¥(7')

ol on peut appliquer Fubini grace a I’hypothése. Prenant f = 1 on obtient
Axv = (A(1)or)ry dou c). Q.E.D.

Proposition 6.

a) Solent v une fonction transverse et A un noyau sur G, alors v * A est une
fonction transverse.

b) Soient v et v/ des fonctions transverses propres sur G avec Support v’ C
Support v, il existe alors un noyau propre A sur G tel que v/ = v * \.

Démonstration.

a) Soit f € FT(G), il suffit de vérifier que R(v*\)f)(7) ne dépend que de r(7),
ce qui résulte de 1’égalité :

(B(v*A)f) = Rw)(R(A)S) -

b) Soient A = Supportv et f € F(G) telle que v(f) = 14 (Lemme 3). Appli-
quons la Proposition 5c¢), on a :

v f! =wx ) = w(f)os)v =1/

car v f = L(v)f = RW)f)™ = (w(f) or)™. Q.E.D.
Soit T un sous-ensemble mesurable de G(©). L’égalité

Y, VfieFH@)

~EGY

s(v)ET
définit une fonction transverse v, appelée fonction caractéristique de T'. Nous
dirons que T est une transversale si la fonctipn transverse vy est propre, cela
implique que s~*(T) N GY est dénombrable pour tout y € G©. Si G est un
groupe localement compact, il est discret ssi G(O) est une transversale. Dans le
cas général nous dirons que G est discret si G(O) est une transversale. Si T ¢ G(©)
est une transversale le groupoide mesurable réduit G est discret.
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3 Mesures transverses sur (¢

Soit 4 une application mesurable de G dans R’} telle que

6(v172) = 0(71) 6(72) Y (y1,72) € GP) .

Rappelons que £+ désigne I’espace des fonctions transverses propres sur G. Soit
(Vn)nen une suite croissante de fonctions transverses, majorée par une fonction
transverse propre, alors 1’égalité v* = Sup v} définit une fonction transverse v,

n
nous écrirons dans ces conditions v = Supw,, et v, T v.

Définition 1. On appelle mesure transverse de module § sur G toute application

linéaire A de £ dans [0, +00] telle que :

a) A est normalei.e. A(Supv,) = Sup A(v,,) pour toute suite croissante majorée
dans £7.

b) A est de module §, i.e. pour tout couple v,/ € £ et tout noyau A tel que
N1 =1,Vy e G® ona:

vxdd=1v = Av) = A(V).

Si § = 1, la condition b) exprime l'invariance de A par les translations a droite
dans G, agissant sur £1. Nous dirons que A est semi-finie si pour tout v € £
ona:A(v)=Sup{A(),V <v,A(l) < oo} et que A est o-finie 'l existe une
fonction transverse fidele de la forme v = Sup v, A(v,) < occ.

Dans la discussion qui suit, nous supposons A semi-finie.

Pour tout v € £T on a (f os)v € £F pour toute f € FH(G), Dégalité
A, (f) = A((f o s)v) définit ainsi une mesure positive A, sur G(*) qui est semi-
finie dés que A est semi-finie (Proposition 4b)).

La condition b) montre que si v,/ € £T et A € CT vérifient v/ = v x A, on a

AW') = Ay (A1)

Proposition 2. Soit A une mesure transverse semi-finie de module §.
a) Pour v,/ € Et et f € FT(G)ona:

AW (D) =M (w(EH)  (F)=f07H V).

b) Soient v,v" € ET, A € CT avec v/ = v\ et s(\) = D la diffusion associée
adsur GO alors: A, = A, oD et A (V' (f)) = A, (v(\* f(5))™)) pour
toute f € FH(QG).

Démonstration.
a) Pour f € F(@), appliquons Dégalité A(v * 6A) = A, (A(1)) & A = f/, cela

donne :

Aw o6 fv') =AM (f)).
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La Proposition 5c) montre que v * 6fv = (w(of) o s)/ dou l'égalité
Ay (v(8f)) = Au(V(f)) ce qui prouve a).

b) Pour f € F*(GY) on a Ay (f) = A((f 0 5)(v+ 6X)) = A * (f 0 5)6)) =
Ay (A(f 0 5)) = Ay o D(F).

Pour f € FT(G) on a A, (V'(f)) = Au((v 0N f) = A (v(f % (6N)™)) =
Ay (D(w(f*(6AN)™)) = (Ayov)(A* fx(6N)™) car pour g € FT(G) ina D(v(g)) =
AMv(g) o s) = v(A* g) (Proposition 5b)). Q.E.D.

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme de désintégration des
mesures, il caractérise les mesures p sur G(9) de la forme A,.

Théoréme 3. Soient v une fonction transverse propre et A son support.
L’application A — A, est alors une bijection entre I’ensemble des mesures trans-
verses de module 6 sur G4 et 'ensemble des mesures positives u sur G(9) vérifiant
les conditions équivalentes suivantes :

1) d(pov)” =pov

2)) MNeCH,vxd=vxXNe&T = u(6 A1) = p(dIN(1)).

Démonstration. On peut supposer que A = G(©). Comme v est alors fidele,
toute v/ € £ est de la forme v/ = v x A\, A\ € CT (Proposition 6b)) ol
A € CT, on voit donc (Définition 1b)) que I'application A — A, est injective.
La proposition 2 montre que A, vérifie la condition 1). Il reste donc & montrer
que 1) = 2) et que toute p vérifiant 2) est de la forme A,,. Soit p vérifiant 1) et
soit D la diffusion s(\) pour A € C*. Pour toute f € F*(G) on a:

pAW(f)os)) = (o)A« f)=d(uovr)™ (A= f) = (nov)(d(A*f)")
(ov((0f)™ x (ON)™) = p(v*0A)(5f)).
Cela montre en fait que p o Dy ne dépend que de v * 0\ d’ou 2).

Montrons maintenant ’existence de A a partir de p.

Tout ' € £ est de la forme v’ = v * \; la condition 2) permet donc de définir
A par I'égalité :
Av* ) = p(671A1)).

Vérifions les conditions a) b) de la Définition 1) :

Pour v/, 1 v/ dans £, et f € FH(G) telle que v(f) = 1 (Lemme 3) on a

vl = v\, ot A\, = 6 1 fv! (Proposition 5¢)). Ainsi A(v,) = u(v, (67 1(f)).

Or comme v, T v, la suite croissante v/,(f6~!) de fonctions mesurables sur

G a pour sup la fonction v/ (f6~1) de sorte que u(v,(671f)) T (v’ (671 f))

d’ou a).

Montrons b). Soient v; =v* A1 € ET et A€ CT avec vg =11 x A € ET. On a

ve = v*d(A1* ) done A(ve) = pu((A1xA)(1)) = u(A1(1)) car (A% A)(1) = A1 (1),

d’ou le résultat.

Il reste & vérifier que A, = p, pour f € FT(G) soit A € CT tel que \Y =

f(y) ey, Yy € GO alors 6A = A, A((f o s)v) = A(v * 5)) = (A1) = u(f).
Q.E.D.
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Remarques.

1) Si p est semi-finie il en est de méme pour A.
2) Si p est o-finie, il en est de méme de A, en effet si A,, T Aona v\, T vxA.

3) Si A est o-finie il en est de méme de A,/, V' € ET. En effet si v/ = vx A
avec A € CT il existe une suite croissante A\, T A, A\, € CT telle que
Ay, (An(1)) < o0, on a alors v, T v/, A(V),) < oo avec V), = v * d\,.

Corollaire 4. Soient v € &% une fonction transverse fidele et B un sous-
ensemble mesurable de G(©) tel que s71(B) porte v*, pour tout x € G, Soit
vp la fonction transverse propre sur Gp qui a y € B associe la restriction de v¥
AaGYNs1(B).

Pour toute mesure transverse A sur G de module ¢ il existe une unique mesure
transverse Ap de module g sur Gp telle que (Ag),, = (A,)p. L’application
A — Ap est une bijection entre mesures transverses de modules 4,0 sur G et
G g, indépendante du choix de v.

Démonstration. Par construction vg est une fonction transverse fidele sur
Gp et p = A, est portée par B. Il est clair que ug ovg = dg(up ovg)™ d’ou
lexistence de Ap et son unicité. Réciproquement, soit A’ une mesure transverse
de module ép sur Gp et p’ = A, . Considérons p' comme une mesure sur GO
nulle hors de B, pour f € F"(G), on a :

(W ov)(f) = / ) = / / IO ).

Y

Cela montre que (' ov) = §(i’ ov)™. Il reste & montrer que Ap ne dépend pas
du choix de v et pour cela il suffit de vérifier I’égalité pour un couple v, avec
v<viev=(aos),ac FHG®). OnaA, =al, et vg = (apos)vy
d’ou (AB)VB = GJB(AB),,J/B.

Corollaire 5. Soient 7' C G une transversale fidéle et v = v sa fonction
caractéristique. Alors A — A, est une bijection entre mesures transverses de
module § sur G et mesures u sur T telles que :

du(r(y)) = 6(v) du(s(y)) Vv eGr.

Nous renvoyons a [16] Corollaire 2 et Définition 2.1 pour l'interprétation de
Pégalité d(por) = dd(uo s) ci-dessus.

Démonstration. Le Corollaire 5 permet de supposer que G = Grp, i.e. T =
G®.Ona
()= Y [, VfeFT(G)

r(v)=y
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de sorte que

Gonn = [ | X 10 ) dut) = [ 1) duorer.

r(v)=y

la condition 1 du Théoréme 3 s’écrit alors d(uor)(y~1) = 6(y)"Ld(por)(y)
d’ou le résultat. Q.E.D.

Corollaire 6. Soient (X,B) un espace mesurable, H un groupe localement
compact agissant mesurablement sur X par (z,h) — zh et G = X x H le
groupoide mesurable correspondant, § un homomorphisme de G dans R . Soient
dh une mesure de Haar a gauche sur H et v la fonction transverse correspondante
sur G. Alors A — A, est une bijection entre mesures transverses de module §
sur G' et mesures p sur X telles que :

At (h) d(hpr) () = S(x, )~ dp(z).

Démonstration. Pour v = (z,h) € G on a r(y) = z, s(y) = xh = h~'z. On
a 0(x,hy hg) = 5($,h1)5(h1_1x,h2) en d’autres termes h — d;, est un cocycle
de H a valeurs dans l'espace des fonctions de X dans R% . Pour toute fonction
mesurable positive sur G = X x H on a :

(o)) = [ F(o.h)dhdutz)

(wonf) = [ fah i dhdute) = [ F.k) ()" dkdlln)0).
Le Théoreme 3 donne donc le résultat. Q.E.D.

Notons enfin a quoi se réduit la notion de mesure transverse de module §
dans le cas treés particulier ou G est le graphe d’une relation d’équivalence
dénombrablement séparée sur un espace mesurable usuel Y. Soient donc 7 :
Y — X une application mesurable et supposons 'existence d’une application
mesurable  — «(z) de X dans l'espace des mesures de probabilité sur Y avec
a(z) portée par 7=z}, Va. Soient G = {(z,y),n(z) = 7(y)} le groupoide
mesurable graphe de la relation d’équivalence associée a m, et 6 un homomor-
phisme mesurable de G' dans R, . Il existe sur G' une unique fonction transverse
v = s*a telle que s(v”) = a(n(z)), Vo € Y et A — A, est une bijection entre
mesures transverses de module § sur G et mesures p sur X qui se désintegrent
selon 7 en :

p= /X Badp(a)  Bo=e"afa)

avec V fonction mesurable de Y dans R telle que pour tout v € G on ait
V(r(v)) — V(s(y)) = Log(d(v)). En particulier, si 6 = 1, cela signifie que p
est une intégrale des mesures «(x). On obtient ainsi une correspondance cano-
nique, indépendante du choix de «, entre mesures transverses sur GG et mesures
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ordinaires sur X. La mesure transverse A correspondant a la mesure p sur X
Y4 1
s’écrit

Aw) = [ ) dpta)

olt pour y € 7~ 1{z}, la masse totale 1¥(1) de ¥ ne dépend pas du choix de y.

Role joué par les sous-ensembles A-négligeables

Soient A une mesure transverse de module & sur G et A € G(© un sous-ensemble
mesurable saturé de GO,

Définition 7. A est A-négligeable ssi il est A,-négligeable Vv € £T.

Soient v € £T, B = Suppv et f comme dans le Lemme 3. La classe de la mesure
s(fv®) sur GO est indépendante du choix de f et ne change pas si on remplace
z par y, [y] = [z]. Nous dirons que A C G(©), mesurable, est s(v*)-négligeable
si il est s(fv®)-négligeable.

Proposition 8.
a) Soient v € £, B = Suppv, A un sous-ensemble saturé mesurable de G
alorssi A C B :

A est A -négligeable <= A est v-négligeable.

b) Soit A un sous-ensemble mesurable de G(*) et pour v € €7, soit [A], = {z €
G A n’est pas s(v*)-négligeable}. Alors [A], est saturé mesurable et :

A, (A) = 0 < [4], est A-négligeable.

Démonstration.

a) On peut supposer que B = G(®). Tout v/ € £ est de la forme v/ = v * 5, A
noyau propre sur G. On a :

Ay(1a) = A (A(1aos)) = Ay (A(1aor)) =0.
b) Pour f comme dans le Lemme 1.3, on a :
(4], = {2 € GO v7((1405)f) #0} € B.
Pour que [A], soit A,-négligeable il faut et il suffit que [v*((1aos)f)dA,(z) =

0. L'égalité (A, o v)~ = §1(A, o v) montre donc que cela a lieu ssi A est
A, -négligeable. Q.E.D.
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4 Image d’une mesure transverse

Définition des variables aléatoires sur (G, B, A)

En théorie classique des probabilités une variable aléatoire positive désigne
simplement une fonction mesurable & valeurs positives. Dans notre cadre, ou
(G, B, A) remplace l'espace de probabilité, nous chercherons une telle variable
aléatoire F' comme un foncteur de G dans la “catégorie des nombres réels posi-
tifs”.

La petite catégorie formée de I’ensemble [0, +o00] muni de sa structure triviale
(pas de morphisme de x & y sauf si x = y) est trop restreinte, en particulier
si A est ergodique on vérifie que tout foncteur mesurable a valeurs dans cette
catégorie est presque partout constant.

Nous remplacons donc R, par la catégorie, notée R, des espaces mesurés
usuels sans atome. [Un espace mesuré usuel est un triplet (Z, 4, «a) ou (Z,A)
est mesurable standard et « est une mesure positive o-finie.] De méme N =
{0,1,...,00} est remplacé par la catégorie N des ensembles dénombrables.

La mesurabilité d’un foncteur F' de G' dans R, traduit l’existence sur I'en-
semble X = xeg(o)F(:ﬂ) (réunion disjointe) d’une structure mesurable usuelle
pour laquelle les applications suivantes sont mesurables :

— La projection 7 de X sur G(©)

— La bijection naturelle de 7~ '{z} sur F(z), z € G

— L’application  — o” mesure o-finie sur F(z)

— L’application qui & (7, z) € G x X, s(y) = w(z) associe F(y)z € X.

Bien que cela ne soit pas nécessaire, nous supposerons que X est réunion
dénombrable d’une suite X,, avec a*(X,,) bornée pour tout n.

Le module § de G conduit & définir la condition de variation des mesures
(&) peqo sous la forme

F(y)a"=é(y)a? VyeG, yiax—y.

Si I et Fy sont des variables aléatoires sur G nous noterons F; @ F» la va-
riable aléatoire qui & x € G() associe F(z) ® Fy(x), somme directe des espaces
mesurables. On définira de méme le produit.

Construction de ’intégrale /FdA

Soient F' une variable aléatoire positive sur (G, B,A) et X = U(O)F(x) Pespace
zeG

mesurable correspondant.
Pour toute f € FT(X) et tout noyau A sur G l'égalité (A= f)(z) = [ f(y'2)
dNY(7), y = m(z) € GO définit A= f € FH(X), ona (A1 xX) * f = Ay * (Aax f)

pour tous les noyaux A1, Ay et toute f € F+(X).

Lemme 1. Soit v € £, fidele.
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1) La quantité

[ Far=sw{lalh), feFx), ver<)

ne dépend pas du choix de v fidele.

2) 1l existe des variables aléatoires positives Fiy, Fy avec Fy @ Fy = F telles
que [ FydA =0 et que sur X, = U(O)FQ(ZE) il existe fo € FT(X3) avec
zeG

vk fo=1.
3) Sif,f € FH(X) vérifient v+ f <vx f <1, ona:
Av(a(f)) < Au(a(f),

en particulier pour Fs et fo comme en 2), on a

/ FydA = A, (a(f2)-

Démonstration.

1) Soient v, " € ET, g € FF(G) avec V' (g) = 1, et A = gv de sorte que v = /' x\.
Pour f € F(X) avecy*fSlonaA*fo*( Yet v/ x Ak f)=vx* f <1,
il nous suffira donc de comparer A, (a(X * f)) avec A ( (f)). Le theoreme de
Fubini justifie les égalités suivantes, ot 'on a posé h(y) = [ f(y~12)da¥(z),

Vv e GY.
][ 1672900 1) daz) s )

= [[rngmareanw

Ay(a(Xx f))

Il
>
—~
=2
L
~
=2
2
L
(=)
—
|
—_
~—
IS
t\
<
—
U
=
—~

Ou l'on a utilisé les égalités A, ov = 6-1(A, o V)™, F(7y)a® = §(y)a¥ et
V(G) = 1.

2) Pour toute f € FT(X) la fonction v x f sur X est invariante par 1’action
de G, en particulier Y = {z € X, (v« f)(2) > 0} étant G-invariant on peut
définir une variable aléatoire Fy pour laquelle Fy (z) = Y N F(z), Vo € GO, et

U Fy(z)=Y, a} = a” restreint a Y.
z€G(0)

Si f € FH(X) vérifie vk f < 1etY est défini comme ci-dessus, on a v+xg = 1y ol
9(2) = f(z)(v=f)(2) "' pour z € Y et g(z) = 0 pour z ¢ Y. Ainsi 'ensemble des
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sous-ensembles mesurables A, invariants, de X = U F(z) tels que 14 = v*g pour
une g € F(X) est stable par réunion dénombrable. Sur X ma mesure A, o «
est o-finie, il existe donc A comme ci-dessus tel que pour toute f € FT(X) avec
v+ f<lonait (Ayoa){ze€X,(v=f)(z) >0}NA°) =0. Posons F} = Fye. et
F, = F4. Montrons que [ F; dA = 0. 11 suffit de montrer que pour f € F*(X),
avec v* f < 1, on a xz — o®(f), s(v¥) négligeable A presque stirement. Par

hypothese
/// Oy ey dv¥ (y) da? () dA, (y) = 0.

[[16 2@y = [[ 672 dar)av)
[[ o075 dar @y v

3) D’apres 2) on peut supposer l'existence de g € F1(X) avec v * g = 1. Pour
y € G soit 3Y la mesure faV sur F(y), il nous suffit de montrer I’égalité

Av(a(f)) = Au((67" v+ B)(g))

car par hypothese v+ f <vx* f donc d 'v* B <5 'wvxf.Ona:

Or,

d’ou le résultat.

(6 v ) = / F(y) 57 6(7) " di¥ (),

et donc, avec h(y) = [g(y '2)dBY(z) on a :

/ / / 9(y2) dB7(2) ()~ dv" (7) dA, ()
_ / / ) §(y) "t (y / / ) dv¥(7) dA, (y)

/ﬂng dA( /6” 1), (y) = A (a(f))

Q.E.D.

Au((07 v % B)g)

L’énoncé 2) du Lemme 1 nous conduit & étudier la signification de I'existence
de f € FT(X) telle que v * f = 1.

Lemme 2. Soit F' un foncteur mesurable de G dans la catégorie des espaces
mesurables usuels, les conditions suivantes sont alors équivalentes, ou X =

mer)F(m)'

a) lexiste v e ET, f € FT(X) avec v« f = 1.
b) Vv e &Y, fidele, I f € FF(X) avec v f = 1.
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c¢) Le noyau qui & z € X associe la mesure p?, ot p*(f) = [ f(y2) dv¥(y), est
propre, pour une v fidele.

Démonstration.

c) = a). Soit (A4,) une suite croissante de sous-ensembles mesurables de X,
avec UA, = X et p*(A,) borné pour tout n, alors f1 = &, 14, pour e, >0
convenable vérifie (v * f1)(z) > 0, Vz et g = v * f; bornée. Prenant f = g~! f
on obtient v % f = 1.

a) = b). Soit vy et soit fo € FH(X) avec vy * fo = 1. Il existe A € CT avec
vo = v A, on a alors v* (A x fo) = 1.

b) = ¢). Montrons que l'on peut trouver f; € F1(X) avecvxf, = let fi(z) > 0,
V z, il suffira alors de prendre A4, = {z € X, fi(2) > 1/n} pour voir que p est
propre. Soit k € FT(G) vérifiant les conditions suivantes v(k) = 1, k() > 0,
Vv € G, posons :

fi(z) = / FOr e k) ¥ ().

Comme v x k = 1 on voit que f1(z) > 0, V z, calculons v x f;

(v f1)(2)

[ 167 k@) ar ) ot =)
[[ s 2k 1 dr vy =1,

Q.E.D.

Définition 3. Nous dirons que F est propre s’il vérifie les conditions équivalentes
du Lemme 2.

Soient F' un foncteur mesurable de G dans la catégorie des espaces mesurables
usuels et X = U(O)F(m), nous dirons par abus de langage que 'action de G
z€G

sur X est propre ssi F' est propre.

Exemple. Le foncteur mesurable L qui & tout z € G(© associe G* et & tout
v € G, v : x+— y associe la translation a gauche 7' — v -+ de G® dans GY est
propre.

Nous étudions maintenant les propriétés d’invariance de I'intégrale [ FdA. Le
Lemme 1, 2) permet de se limiter au cas ou F est propre. Il est clair que
f(Fl @Fg)d/\: fFldA+fF2dA

Proposition 4. Soient F, F’ des foncteurs mesurables de G dans la catégorie

des espaces mesurables usuels, X = U F(z), X' = U F'(x)et z — A\*
zeG () zeG(0)

une application mesurable qui a z € X associe une mesure de probabilité A\* sur
X', portée par F'(m(2)). On suppose que N7 = y\* Vv, s(y) = m(2).
a) Si F' est propre alors F' est propre.
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b) Si F et F' sont des foncteurs mesurables propres dans la catégorie des espaces
mesurés et si pour tout z € G on a :

/)\Z do®(z) = o', alors /FdA = /F’dA.

Démonstration. Pour f € FT(X') soit f* X € F+(X) définie par (f*\)(z) =
[F(z')d)*(2"). On a

va(frN)(z) = / / £ an 5 () dov ()
/ / FOY AN () i () = (v % 1)+ D)(2)

Prenant f telle que v * f = 1, on obtient v * (f * :\) =1xA=1dou a).

Pour montrer b) il sufﬁt avec J comme ci-dessus, de comparer o’ (f) et a(f* A).
Or, o/*(f) = [ f(2) dN*(2') da®(z) = a®(f * A). Q.E.D.

Lemme 5. Soit F' une variable aléatoire propre sur G telle que [ FdA = 0,
alors 'ensemble des 2 € G(9) pour lesquels o # 0 est saturé A-négligeable.

Démonstration. Il existe v € £T fidele et f; € FH(X), X = UF(x) telles que
fi(z) >0,Vz € X et v+ f; = 1. (Cf. Lemme 2¢).) On a [ FdA = A, (a(f1))
donc o = 0 pour A, presque tout z € G(©). Comme va® = §(7) a¥ I’ensemble
{z € GO a” =0} est saturé. Q.E.D.

Homomorphisme propre de G dans G’

Rappelons que si G et G’ sont des groupes localement compacts et h est un
homomorphisme de G dans G’ (continu) alors I’application h est propre ssi son
noyau est compact et son image est fermée. Cette notion se généralise a notre
cadre de la maniére suivante :

Définition 6. Soient (G, B) et (G',B’) des groupoides mesurables et h un ho-
momorphisme mesurable de G dans G’. Nous dirons que h est propre si Iaction

de G sur U(O)G'h(x) donnée par v’ — h()7’ est propre.
zeG

Notons X = U(O)G’h(w)7 il existe par hypothese pour v € £ fidele, une f €
z€G

FT(X) telle que v* f = 1. Vérifions d’abord que si G et G’ sont des groupes, on
retrouve la notion usuelle. Si i : G — G’ est propre au sens de la Définition 6
légalité [ f(h(y)™'y)dv(y) = 1 montre que K = h~'{e} est compact car il
existe sur G une fonction # 0, continue, intégrable et invariante a gauche par
K. De plus I'image de h est fermée, en effet le quotient de G’ par h(G) est
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dénombrablement séparé grace & l'application qui & tout 7/ € G’ associe la
mesure de probabilité A,/ telle que :

Molk) = (e fRY) Ve FHE).

Rappelons que deux homomorphismes h, i’ de G dans G’ sont dits semblables
si il existe une application mesurable 8 de G0 dans G, tel que pour tout z,
O(z) : h(z) — h/(z) et que pour v :  — y on ait O(y) h(vy) = W' () 6(z).

On écrit alors ' = h? ou b’ ~ h.

Proposition 7.
a) Si h est propre et h' ~ h alors h’ est propre.
b) Si hy et hy sont propres hy o hy est propre.

¢) Si hy o hy est propre alors hy est propre.

Démonstration.
a) Soient X = U GM@) et X' = U GM@),

zeG(0) zeG(0)
Pour z = (x,7") € X avec r(v') = h(z), posons ¢(z) = (z,0(z)y") € X', par
construction ¢ est une application mesurable qui commute avec l'action de G
et qui est bijective car on obtient ¢! en partant de x — 6(x)~! au lieu de 6.
Le a) résulte donc de la Proposition 4.

b) Partons d’un homomorphisme propre h : G — G’ et d’une action propre de G’

sur X’ = U X'Y. Montrons que 'action composée de G sur X = U X'M®)
yEG’(O) zeG(0)
est propre.

Soient v/ € &, f € FF(X')avec V'« f =letv €&y, g€ FH(Y) avec vkg =1,
oY = U G™*) correspond & P’action de G sur G’. Définissons une fonction

zeG(0)
sur X par :

Kz, ') = / FOY1) glas ) A ()

ot 2/ € X"™M*) r(~') = h(z). Montrons que v+ k = 1. Pour y; € G, 1 : 21 — «,
on a

k(i 2)) = k(e b)) = / F( ) gl hi) ™ o 7) d @) (7).
Ainsi
/ k(i (, ) v () = / / g(er h(p) ") i (30) Fy 12 ) ) () = 1

c) Soient h : G — G', W : G' — G", v € £ fidele et f une fonction sur

X = U @M@ telle que v+ f = 1. Soit Y = U G™®) et posons
zeG(0) z€G)

pour z = (z,7') € Y, k(z) = f(z,h (7). Cela a un sens car r(h'(v)) =

25



W(r(y')) = W'h(z). Pour 1 € G, 7 a1 — wonak(y; '2) = k(z1, h(n) 1) =
fxy, W -h(y) W (YY) = f(vy;t2') Végalité v f = 1 implique donc que vk = 1.
QED.

Corollaire 8. Soient (G, B) et (G’, B') des groupoides mesurableset h : G — G’
une équivalence (mesurable) entre G et G’ (i.e. il existe A’ : G' — G avec
h' oh~idg et hoh' ~idg: . Alors h (et h') est propre.

Démonstration. Il est clair que idg est propre, on applique alors a) et ¢).

Exemples.

a) Soit G un groupoide mesurable discret, et soit G1 C G une partie mesurable
de G stable par (v',7) — v’ et v — vy~ 1. Alors G; est un groupoide mesurable,
la fonction transverse caractéristique de Ggo) est propre, donc Gy est discret.
L’homomorphisme naturel de G; dans G est propre.

b) Noyau stable d’un homomorphisme de G dans un groupe localement compact
H.

Soit ¥ un homomorphisme mesurable de G dans un groupe localement compact
H.

Soit G’ le groupoide G x H, avec G'(9) = G(9) x H, muni de la loi de composition :
(v, t) o (7, 1) = (v o /s 1), ot (7, ) = (r(7), 1) et s(7,1) = (s(7), (7))

Par construction G’ est un groupoide mesurable et l'application h : G' — G
qui & (vy,t) associe v est un homomorphisme de G’ dans G. Montrons que h est
propre :

Soit ' = (y,t) € G’ on a h(y') = y et la restriction de h & G'Y" est une
bijection bimesurable sur GY. Pour toute fonction transverse v € £t sur G, il
existe donc une unique fonction transverse v/ € £t sur G’ telle que

MY =v"  Vy €GO, y=nh().

L’invariance & gauche du noyau v’ résulte de 1'égalité h(vy172) = h(y1) h(72),
YV (y1,72) € G ()| pour vérifier que v/ est propre on peut supposer v fidele, et
il suffit de trouver une fonction mesurable positive f’ sur G’ avec v/ x f' = 1;
cela montrera aussi la propreté de h. Soit f sur G avec v x f = 1, alors avec
f'=foh,ona f =foh, I/’y/(f/) :Vy(f) =1donc v * f/ =1.

Pour tout s € H, I'égalité O,(~,t) = (v, st) définit un automorphisme de G’.

Image d’une mesure transverse par un homomorphisme propre de G
dans G’

Soient A une mesure transverse de module § sur G et A un homomorphisme
propre de G dans G’, ¢’ un homomorphisme de G’ dans R tel que ¢’ o h = 6.
Nous allons construire sur G’ une mesure transverse A’ = h(A) de module §'.

Pour tout foncteur mesurable F' de G’ dans la catégorie des espaces mesurés
on obtient par composition avec h un foncteur mesurable h*F' de G dans cette
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catégorie. De plus, le b) de la proposition montre que si F est propre il en
est de méme de h*F'. Soit alors v/ une fonction transverse sur G/, v/ € £'F et
munissons, pour ' € G, I'espace G’*" de la mesure o = §~1 /%", on obtient
ainsi un foncteur L de G’ dans la catégorie des espaces mesurés, on pose :

= /h*(L"’)dA

Proposition 9.

a) A’ = h(A) est une mesure transverse de module ¢’ sur G’.
b) Si b’ = h? alors h(A) =n(A),si 8 (0(x)) =1,Va e GO,
¢) [h*F'dA = [ F'd(hA), YV F' propre.

d) h(A) =0 A=0.

Démonstration.

a) Par construction A’(v') € [0,00], Y/ € &, et Tadditivité de A’ résulte du
Lemme 1, 3).

De méme (Lemme 1, 3)) on vérifie que A’ est normz}le. Montrons que A’ est
de module ¢’. Soient v/,v" € & et X € C" avec N (1) = 1, Va' € G'¥

vV xd' N =v". Soit X = U( )G’h(‘) I’espace mesurable associé au foncteur h*L
€GO
et considérons l'application mesurable qui a tout z € X associe la mesure de

probabilité A% sur 7~ (7(2)) € X qui pour z = (z,7') 2’ = s(y') vaut (z, 7' \'*").
Par construction A\ commute avec I'action de G. L’égalité &'~ 10/ x X = §'~ 1"
et la Proposition 4 b) montrent donc que

/h*(LV')dA = /h*(L””)dA.

b) Reprenons les notations de la Proposition 7, et soit v/ € &\. Pour tout
z € GO Pimage par ¢ de la mesure &1 /M) sur G’M®) est égale a 61 /' (@)
car & o @ = 1. Ainsi la Proposition 4 b) montre que [h*L¥'dA = [h*L* dA
d’out b).

¢) Reprenons les notations de la Proposition 7, avec F' = h* F”. Soit o’ la mesure
sur X' = F'(y) et notons a® la mesure o/*®) sur X* = F( ) = F’(h( ))
On doit comparer A, (a(k)) et AL, (/(f)) = N ((/(f) o s)v) = [h*L*"dA on
V' = (/(f) o s), ainsi :

Ay (a'(f)) = h A (V" (9)) = A (V' ((&/ (f) 0 5)g) o ).
Soit x € G(® comparons o (k) et "M@ ((a/(f) 0 5)g). On a

/ / SO/ gl ) d™) () @ ()

/ / F(") da’™ (") g, ') ™ ()
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ot 2’ = s(7'), ce qui coincide bien avec ") ((a/(f) 0 s)g).
d) Résulte facilement du Lemme 5, avec F = h*L" ot v/ € &l est fidele.
Q.E.D.

Exemples.

1) Soient I' C H un sous-groupe discret du groupe localement compact H et h
I'injection canonique de I' dans H, A la mesure transverse naturelle sur I'. Alors
h(A) est la mesure transverse sur H qui & toute mesure de Haar & gauche v sur
H associe le covolume v(I'\H) de T" dans H.

2) Soient X, H,G = X x H et § comme dans le Corollaire 2.7. L’homomorphisme
canonique h de X x H dans H, associée a la deuxieme projection est propre. La
condition Ay o h = § étant supposée, on voit qu’un choix de mesure de Haar &
gauche dk sur H fixe une bijection entre mesures H invariantes sur X et mesures
transverses A de module 6 sur G. L’image h(A) est la mesure transverse sur H
qui a dk associe la masse totale de u avec les notations du Corollaire 2.7.

Mesures transverses sur G xg H

Soient (G,B) un groupoide mesurable et 6 une action mesurable du groupe
localement compact H par automorphisme de (G,B). Soit G; = G x¢ H le
produit semidirect de G par H, comme espace mesurable on a G; = G X H,
G = GO, r(3,1) = r(7), s(3,1) = s(7)t = 6, (s(7)) et (y1,t1) © (Y2, t2) =
(101, (v2), t1 t2) si s(v1) = 04, (1 72).

Soient dt une mesure de Haar a gauche sur H et v une fonction transverse sur
G, v € £T. L’identification évidente de GY avec GY x H, pour y € G définit
ainsi une fonction transverse v; = v X dh sur G1. Soient A une mesure transverse
sur G et 6 son module. On suppose que d 0o 0; = §, Vt € H et qu’il existe une
application de H dans 'ensemble des fonctions mesurables de G(®) dans R%
constantes sur les classes de G(9) avec :

Gt(A):gotA VtEH, <ps+t:<ps-<pt09;1 VS,tGH.

Pour (v,t) € Gy posons &1 (v,t) = AL (t) o(s(7)) 6(v). Alors &; est un homo-
morphisme de G dans R et il existe une unique mesure transverse A; sur G1,
de module 61, telle que Yv € £ on ait :

(A1), = Ay
Décomposition d’un homomorphisme de G dans un groupe localement
compact H ([12], [46])

Soient 9 : G — H un homomorphisme de G dans H, et A une mesure transverse
de module § sur G.

Soient G’ le noyau stable de ¢ et h : G’ — G ’homomorphisme propre canonique
(exemple b)). Posons

5/(7, t) = 5(7) Ag (UJ(’Y)) ) v (’77 t) eqd.
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Soit dt une mesure de Haar & gauche sur H, il existe alors sur G’ une unique
mesure transverse A’ de module &', telle que pour toute v € £ on ait :

‘=A, xdt swr GO =G0 xH.

v

En effet, pour v € €T, = A, on a:

[ 100dr@yanwae = [[[ 0710500 d00) dutw e

- / / / F((n )™ 60y) At (7)) di () dp(y) it

Car (v,t)~! = (v}, tb(y)). L'existence de A’ résulte donc du Théoreme 3 car
sivy = (kos)vonav] = (koh)ost ce qui est compatible avec ’égalité
A’yi = (koh)Al,.

Par construction la mesure A’ sur G’ est invariante par I’action canonique 6 de
H sur G', 05(v,t) = (7, st).

Le paragraphe précédent montre donc l'existence d’une mesure transverse ca-
nonique A} sur G’ xy H, dont le module §] est donné par ’égalité :

(vt = A ()~ '(Y).

Proposition 10. Soient G, H,v,G’, h, comme ci-dessus et I le groupoide
mesurable H x H avec (H x H)®) = H, r et s étant les deux projections.
Alors l'application k de G} = G’ xg H dans G x I qui & (v/,t1) ou ' = (v,1)
associe 7,1, 17 tp()) est un isomorphisme de G sur G x I. Soit Ay la mesure
transverse de module 8y, 07(t1,t2) = AH(tfl to) sur I, image de la mesure unité
sur le groupoide a un élément e par I’application qui ’envoie sur I'unité de H.
Alors pour toute mesure transverse A de module § sur G, 'image par k de la
mesure transverse A} sur G est égale & A x Aj.

Démonstration. On a :

r(v 1) =r(y) = (r(y),t), s(v . t1) = 0" s(v) = (s(v), t1 "t (7))

dans Gf.
Dans G x I on a r(v,t,t') = (r(y),t) et s(y,t,t") = (s(v),t'), on vérifie donc la
compatibilité de r et s avec 1'égalité k(z,t) = (z,t), V(z,t) € Gll(o). La multi-

plicativité de k est alors immédiate, ainsi que sa surjectivité. On a §1(y',¢1) =
Asr(t1)"F A (7)) 8(7), done comme Apr (¢ 1)) = Au(tr?) A7),
on voit que (6 x dr) o k = &;. Vérifions que k(A]) = A x A;. Soit v € ET une
fonction transverse fidele sur G et soit dt une mesure de Haar a gauche sur H.
Soient v/ et 1f = v/ x dt les fonctions transverses correspondantes sur G’ et
Gi,ona A, = pxdtonpu=A, et (A), =pxdtsur G/l(o). Ici, k est un
isomorphisme, et il transporte v| en la fonction transverse v x dt sur G x I la
vérification est donc immédiate. Q.E.D.
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5 Représentations de carré intégrable de G

Soient G un groupoide mesurable, H un champ mesurable d’espaces hilbertiens,
de base G, (Cf. [31].)

Définition 1. On appelle représentation de G dans H la donnée pour tout

v € G, v:x — y d'une isométrie U(y) de H, sur H, avec :

a) Uy ' 72) =U(Mm) ™ Ule) Y,m2 € G, r(m) = 7(72)-

b) Pour tout couple &, 7 de sections mesurables de H, la fonction (§,7) sur G
ainsi définie est mesurable :

&) =€V ne)  Vyiz—y.

Soient & une section mesurable bornée de H et y € G©). L’application v —
U(y) & de GY dans H, est mesurable bornée. Ainsi pour tout noyau borné A
sur G on peut poser (U(X) &)y = [U(y) & dAY (7).

11 est clair que U(A) € est une section bornée de H, elle est mesurable car, pour
toute section bornée mesurable n de H

<77y7(U(/\)§)y>:/ (ny,U(7) &) dAY (7) = A((n; €))

Gv
et la fonction (1, &) est mesurable bornée par hypothese.

Proposition 2.

a) Soient &,n des sections mesurables bornées de H, et A un noyau borné sur
G, on a:

(7,8 =&’ (U En) =Ax(Em), (&UN)n) =(&n)*A".

b) Soient A un noyau propre (positif) sur G, tel que AY # 0 si H, # {0}, D un
ensemble dénombrable de fonctions mesurables f sur G telles que Sup A(|f])
soit fini V f € D, et que D soit total dans L'(GY,\Y), Vy € G,

Alors, pour tout ensemble dénombrable S, total, de sections mesurables bornées

de H, {U(f\) &, f e D, &€ S} est aussi total.

Démonstration.
a) On a (1,6)(y) = (0, V() &) = (U s &) = (€, V(Y1) my)) "t De

meéme,

(A (E)() /@ww*wmmvw>

- /wwmwwwmwvwwzw@mﬁww

b) Soient y € G et n € Hy, tels que (n, (U(fA\)€),) =0,V f e D,¥E€S. On
a [ f(v) (0, U(y) &) dNY(y) =0,V f € D, donc Ne = {y € GY, (n,U(7) &) # 0}
est AY-négligeable pour tout £ € S. Si H, # {0} on a A\¥ # 0 donc il existe
v € (UNg)C. On a alors (n,U(y) &) = 0, V€ € S et donc U(y)~tn = 0 d’ou
1= 0. Q.E.D.
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Opérateurs d’entrelacement

Soient (H,U), (H',U") deux représentations de G.

Par définition, un opérateur d’entrelacement T est une famille mesurable (T}),cqo
d’opérateurs bornés Ty, : H, — H), telle que :

1) Sup||T:|| < o0

2) VyeG,y:x—yonalU(y)T, =T,U(y).

Pour toute section mesurable { de H, on note T la section mesurable (T &) e -

Nous noterons Home (H, H') 'espace vectoriel normé des opérateurs d’entrela-
cement de H & H'.

Proposition 3.

a) Si Ty € Homg(H, H'), Ty € Homg(H', H"), alors To o Th = (T2, T1, ) yeq©
appartient & Homg(H, H").

b) Si T € Homg(H, H') soit T, = v,|T,| la décomposition polaire de T} alors
v = (vy) € Homg(H, H') et |T| € Endg(H).

¢) Soit T € Homg(H, H'), pour tout noyau borné A et toute section mesurable
bornée £ de H on a :

UNTE=TUN)E.

d) Pour tout = € G(O), soit B, C H, un sous-espace vectoriel fermé de H,
et P, le projecteur orthogonal associé. On suppose que U(y) P, = P, U (v),
Vv :x — y. Pour que la restriction de U a E soit une représentation de G il
faut et il suffit que = — P, soit mesurable.

e) Soient Py, P, € Endg(H) des projecteurs, et Ps, Py les projecteurs

(P3)y =P, VP, — P, (Pi)e = Po, — P, NPy,

Vae GO, Alors P;, Py, € Endg(H) et les sous-représentations associées sont

équivalentes.

a) Lamesurabilité de z — T, équivaut & la mesurabilité des sections (T &z) e
pour toute section mesurable bornée ¢ de H.

b) On écrit (v&), = 1irr(1) T, (e 4+ T*T,)"2 £, pour toute section mesurable
E—
bornée € de H.

) (U(N)TE), =/U(7) Ty & AN () Z/Ty U (7) & dA(7) = Ty (U(A) §)y -

d) Supposons d’abord P mesurable, soit (£,) un ensemble dénombrable total
de sections mesurables de H, alors les P&, forment un ensemble analogue
pour le champ F.

Réciproquement, soit (£,) un ensemble orthonormal total de sections me-
surables de FE, alors P, n = X (n,&,(x)) &.(x), Vn € H,, ce qui montre la
mesurabilité de P.

e) Py V Py et P; A P, sont mesurables (b), il suffit alors de prendre comme
équivalence entre P; et Py I'isométrie partielle v = (v3),cq© de la décomposition
polaire de P»(1 — Py). Q.E.D.
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Sous-représentations associées a une section mesurable bornée

Soient (H,U) une représentation de G, £ une section mesurable bornée de H et
pour y € G soit Py5 le projecteur orthogonal de H, sur le sous-espace fermé
engendré par les U(v) &, v € G¥. En général P¢ = (P§) n’est pas mesurable. La
proposition suivante montre qu’il existe toujours assez de sections mesurables
bornées & pour lesquelles P¢ est mesurable.

Proposition 4.

a) Soient (H,U) et £ comme ci-dessus, v € £T et pour y € G, P;”f le projec-
teur orthogonal de H,, sur {U(fv)£),, v|f| borné}~1, alors P**¢ est mesurable,
P¥¢ € Endg(H).

b) Soit ¢ = P¥¢(€), alors pour tout y € G on a & = &, s(v¥) presque
stirement, de plus P*¢ = p*¢ = Pt

¢) Soit (&) une suite totale de sections mesurables bornées, il existe alors A,, €

Endg(H), tels qu’avec i, = A, €,,, chacun des projecteurs P soit mesurable
et X P =1.

Démonstration.

a) Soit D un ensemble dénombrable de fonctions mesurables sur G vérifiant les
conditions de la Proposition 2 b) relativement & v, alors {U(fv)&, f € D} est
un ensemble dénombrable de sections mesurables bornées de H qui engendre
I'image de P¢ dans H,, Vo € G,

b) On a P;=f(u(fu) &)y = (U(fr)&), dou

[rmumear) = [ 16)um e a)

pour toute f avec v|f| bornée.

Cela montre que &, = &, s(v¥) —p-s. Ainsi on a PV = P»¢ or P& < P¥¢ car
Pre(g) =¢.

Comme P¥¢ < P& on obtient I’ égalité recherchée.

c) Pour n € N soit Q, = P"% ou v € £ est fidele. La Proposition 2 b)
montre que pour tout z € G on a VQ,, = 1. Posons Q/, = \?Qj7 on a
Q, < Qi et VQ, = 1. Ainsi P, = Q) — Q),_, détermine une suite de
projecteurs P, € Endg(H) avec ¥ P, = 1. Il s’agit de trouver A, € Endg(H)
avec P, = P¥Anén = PPnAnén [a Proposition 3 e) permet alors de remplacer
P,=Q, VQ,—Q!,_;par P, =Q,—Q,AQ! _,.Onaalors P, <Q, = P"
donc P,’l = p»Prén d'olt le résultat. Q.E.D.

Représentations régulieres gauches de G

Notons L!(G) Pensemble des triplets (v, v, f) ot v/, v € E;, f est une fonction
mesurable sur G telle que ||(¢/,v, f)|| = Sup(v|f|,V'|f]) < co. Pour (V/,v, f) €
LY(G) on a (v,v/, f) € LY(G) et la norme est inchangée. Pour (v, 0/, f') €
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LYG) et (V,v,f) € LY(G) on pose (V"' V' f')* (V v, f) = (V' v, f'V*f)
et on vérifie que ||[(v", v, f) = (W, v, O < (W0, NG, v, . Légalité
v, )~ =(v,V, f) définit une involution isométrique de L'(G).
Soit v € £ une fonction transverse sur G. Pour tout y € GV, L2(GY,v¥) = H,
est un espace hilbertien et pour 7 : z — y la translation & gauche L(y) définie
par

LNHO) =F1y) ¥y eq?
nous donne une isométrie de L*(G*,v*) sur L*(GY,vY). Munissons le champ
H = (Hy)yeco de 'inique structure mesurable pour laquelle les sections sui-
vantes sont mesurables : y +— (restriction de f & GY), ou f est une fonction
mesurable sur G avec [ |f |2 dvY < oo, Yy. On obtient ainsi une représentation
de G que nous noterons L”, dans H = L*(G,v).

Proposition 5.

a) Pour toute section mesurable { = (£§,),cqwo de H, il existe une fonction
mesurable f sur G telle que §, = f | GY, Vy € GO,

b) Pour f comme dans a) et A€ Cona Ax f=L(\)f.

c) Pour f1, fo comme ci-dessus on a (f1, f2) = fiv* fav.

Démonstration.

a) Comme v est propre, on peut supposer qu'il existe A C G mesurable, tel

que pour tout y € GO, &, soit nul dans A° et que Sup v¥(A) < co. Soit alors

(Bn)nen une suite de partitions finies de A, croissante, engendrant la tribu B

sur A. Définissons pour tout n € N une fonction k,, sur G en posant k,(v) =0

siy & A, kn(y) = ¥ ()"t [, & dv? si l'atome b de B, contenant v vérifie

v¥(b) # 0, et k,(y) = 0 sinon. On pose alors f(y) = lim k,(v) si la suite
n—oo

converge et f(v) = 0 sinon.

b) Immédiat.

¢) On a

(1. F2)() = (F, L(3) ) / AW BT A () = frvs .

Passons maintenant & I’analogue de la représentation de L' d’un groupe locale-
ment compact par convolutions & droite dans L?2.

Proposition 6.

a) Soit (/,v, f) € LY(Q), alors I'égalité RY (f)ye = ax(fv)~, Vo € L*(GY,vY)
définit un opérateur (borné par ||(v/,v, f)||) de L*(GY,v¥) a L*(GY,v").

b) La famille (RY
L3(G,V").

¢) Ona (RY (1)) = Ry (f") et RY (kv + f) = RY/ (k) B (/).

(f)y)yec© est un opérateur d’entrelacement de L*(G,v) &
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d) Soient z € G| (f,)nen une suite de fonctions mesurables sur G avec |f,| <
g, Vn, ou (v,v,g9) € LYG), telle que f,(y~*4') converge vers f(y~1+'),
v® x v* presque partout. Alors RY(f,), — RY(f). faiblement.

Démonstration.

a) Pour 71,72 € G¥, posons k(11,72) = f(v1 " 72), Uégalité (Tq) (1) = [ k(1,72)
q(72) dv¥(y2) définit un opérateur de L*(GY,v¥) dans L?(GY,v'"¥) dont la norme
est majorée par

Sup (Sup [l o), s [ k(%m)ldV’y(M))
Y1 Y2

on obtient donc l'estimation a) (cf. [32]).

b) Les translations & gauche et & droite commutent.

¢) Avec les notations de a) 'adjoint de T est donné par k(y2,71) = f(75 " 11) =
fU(v7 ' 72). La derniere égalité résulte de I'associativité dans G.

d) Pour &,m € L?(G*,v%) on a :

(RY(fu)e 1) = / Fa (Y EG) T) d® () di ()

[[ st teenimemlar (ya () < so.
Q.E.D.

Notons enfin la propriété suivante des représentations régulieres de G :

Proposition 7. Soient v € £ et L la représentation correspondante de G,
alors pour toute représentation V de G dans H avec H, # 0, Vo € G, la
représentation L est équivalente a une sous-représentation de L ® V.

Démonstration. Pour tout n € {1,...,00} soit 1, un espace hilbertien de
dimension n. Soit V' la représentation triviale de G dans H' ou H,, est I’espace
1,, de méme dimension que H, pour tout z € G(©). Il nous suffit de montrer que
L®V est équivalente & L@ V'. Soit K = s* H le champ d’espaces de Hilbert sur
G tel que K., = Hy(,), identifions L*(GY,vY) ® H, avec l'espace L*(GY,1Y, K)
des sections de carré sommable de K par

fone LGV vW)®@Hy— (y— f(1)V(y) ).

Cette identification transforme L() ® V() en la translation a gauche par v de
L*(G®,v®, K) dans L*(GY, 1Y, K). Q.E.D.
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Représentation de carré intégrable

Soient v € £1 et U une représentation de G dans H. La condition suivante
définit un sous-espace vectoriel de ’espace des sections mesurables bornées de
H

D(U,v) ={£,3¢>0, avec : Vy € G, Vae H,

[ U@ &P d) < Eal)

Ainsi, pour £ € D(U,v) et toute section mesurable bornée 1 de H, le coefficient
(1,€) est une section mesurable bornée de (L*(GY,1Y)),cqo .

Proposition 8.

a) Soit & € D(U,v), ’égalité suivante définit un opérateur d’entrelacement entre
U et la représentation réguliere gauche L” :

T,(¢) a=(a,8) V a section mesurable bornée de H .

b) Soit f une section mesurable bornée de (L*(GY,1Y)),cqw avec v|f| borné,
alors :

T, f=U(fv)¢ V& e D(U,v).

¢) Soient U, U’ des représentations de G et A un opérateur d’entrelacement de
UaU alors A e D(U',v),VE € DU, v) et T,(AE) =T,(§)A*.

d) Soit £ une section mesurable bornée de H, soient v, " € £ tels que (v, v, (£,€)) €
LY(G), alors € € D(U,v) N D(U.V) et T, (§) T, (€)" = R ((6,€)")-

e) Soient & € D(U,v), (V' v, f) € LY(G). Alors U(fv) € € DU,V ) et T,.(U(fv)€) =
Ry (f)Tu(8)-

f) Pour &,n € D(U,v), légalité 0,(¢,n) = T,(£)* T, (n) définit un opérateur
d’entrelacement de U a U, et :

(& & n') = (&n) = (1,8)"
pour toutes sections mesurables bornées ', 7’ de H.

Démonstration.

a) L'opérateur T, (¢), : H, — L?*(GY,v¥) associe & tout a € H, la fonction
v = {a,U(v) &) sur GY, de sorte que par hypotheése on a ||T, (€ ) I < e. Pour

viz—yona{U)aUn)&) = (a,UN"")&) ce qui montre que T, (§)
est un opérateur d’entrelacement.

b) Pour o € H, on a:

Ty 0.1) = [(0.00) &) T arn < Yo 5dW<».

¢) Pour toute section mesurable bornée o de H' on a :

(of, Ag) = (A"d/, )
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d’ou le résultat.

d) Pour f comme dans b) on a :

T ()T f) = T (E)U(fr)&) = L(fv) T ()& = fr™(6,€) = RY ((£,97)f -

e) Soit 7 une section mesurable bornée de H, on a :

T (U(f)&)n = (0, U(fv)€) = (n,€) * (fv)" = Ry (F)(n,€) = RY () T (E)n.
f) On a
(6,(&m &) = (T.m)E, T(€)n') = (€' m), (', ) = (€ m) + (0, €)"

(Proposition 5¢)).

Corollaire 9. Pour tout v € £, soit 7, le sous-espace vectoriel de Endg(H)
engendré par les opérateurs 0, (£, n), £,n € D(U,v).

1) J, est un ideal bilatere de Endg(H).
2) Pour 11 < s on a J,, C Jo,.

Démonstration.
1) Pour A, B € Endg(H) on a 0,(A&, Bn) = A6,(&,n)B* d’ou le résultat.

2) Soit f une fonction mesurable sur G(9, 0 < f < 1, telle que vy = (f ® 5) 5.
Soit M Dopérateur d’entrelacement de L?(G,vq) dans L*(G,vy) qui est défini
par :

(Mg)(v) = f2(s()g()  Vg.

Par construction My est une isométrie pour tout y € G et on a T}, (f2 £) =
M- TV1(£)7 Ve e D(U, 1/1), ainsi :

0,,(f2 € [2E) =T, (6) M* MT,,(€) = 0,,(£,€).
Q.E.D.

Théoréme 10. Soient v € £1 une fonction transverse fidele et U une représen-
tation de G dans H. Les conditions suivantes sont équivalentes et indépendantes
du choix de v.

1) D(U,v) contient un sous-ensemble dénombrable total.

2) U est équivalente a une sous-représentation de la somme directe d’une infinité
dénombrable de copies de L”.

3) U est sous-équivalente & une représentation U’ telle que : pour toute représentation
V de G dans K avec K, # 0, Vz on a U’ sous-équivalente 4 U’ ® V.
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Démonstration.

1) = 2). On peut supposer qu'il existe une section mesurable bornée £ € D(U, v)
telle que pour tout y € GO, les (U(fv)¢), (v|f| borné) engendrent H,. Cela
montre que le support de T}, (§), est égal & H,, d’ou le résultat en utilisant la
décomposition polaire de 'opérateur d’entrelacement T, (§).

oo
2) = 3). La Proposition 7 montre que L” et donc & L” a la propriété demandée
1
al.
3) = 1). La propriété 1) est stable par passage & une sous-représentation, il
suffit donc de la vérifier pour U’ ® L” et donc pour une somme d’une infinité

de copies de L” (démonstration de la Proposition 7). Cela résulte alors de la
Proposition 8. Q.E.D.

Définition 11. Une représentation de G sera dite de carré intégrable si elle
vérifie les conditions équivalentes du Théoreme 10.

On vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 12.
a) Si (H,U) est de carré intégrable, toute sous-représentation 'est aussi.

b) Toute somme directe de représentations de carré intégrable est de carré
intégrable.

¢) SiU est de carré intégrable alors U ® V' l'est aussi, pour toute représentation
V.

d) Pour tout foncteur mesurable propre de G dans la catégorie des espaces
mesurés la représentation L? e F est de carré intégrable.

Démonstration. Vérifions d). Nous supposons F(x) muni d’une mesure o®
avec F(y)a® = () a¥, Vv : & — y ol § est un homomorphisme de G' dans R .
Nous posons alors (U(7)f)(z) = 6(7)2 f(y L 2), Vz € F(y), v : & — y ce qui
définit la représentation L?e ' de G, dans le champ mesurable des L?(F(z), a®).

Soient X = UF(x) et g une fonction bornée strictement positive (g(z) > 0,
Vz) sur X telle que v x g < 1. Pour tout = € G soit B, Popérateur de
multiplication par g dans L?(F(z),a®). Alors pour tout y € G(© T'opérateur
JU(Y) B, U(y)"tdv¥(y) de L*(F(y),a¥) dans lui-méme est donné par la mul-
tiplication par v x g. Ainsi d) résulte du lemme suivant :

Lemme 13. Soit U une représentation de G dans H, v € €T, et (By),cqo une
famille mesurable bornée d’opérateurs positifs B, € L(H,) telle que la famille
Cy = [U(y) By U(y)~' dv¥(«) soit bornée. Alors pour toute section mesurable

1
bornée £ de H, la section x — B2 &, est dans D(U, v).
Démonstration. Pour o € Hy, on a :

(0, U(y) B &) = [(BE U() ™" a, &) < Sup [l& 12 (U (%) B U(7) ™ o, 1)
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d’ou le résultat. Q.E.D.

Corollaire 14. Soient A un homomorphisme propre de G dans G’ et U une
représentation de carré intégrable de G’ dans H, alors h* U = U e h est de carré
intégrable.

Démonstration. En effet, il suffit de vérifier cela pour U de la forme L mais
h* U est alors de la forme L? e F avec F propre (Proposition I11.7). Q.E.D.

Proposition 15. Supposons G séparable. Soit U une représentation de carré

intégrable de G dans H.

a) Pour tout y € GO la restriction de U & G est une représentation de carré
intégrable de ce groupe localement compact dans ’espace H,.

b) Soit v € £T une fonction transverse avec Supp H C Suppv, il existe un

sous-ensemble dénombrable total de D(U,v) tel que les 6,(&,n), &,n € D
engendrent pour tout y € G, le commutant de GY dans Hy.

Démonstration. On peut supposer que U = L” est la représentation réguliere
gauche associée & v. Soient y € G, o une mesure de Haar & gauche sur
GY = H. 1l existe une mesure positive m sur X = s(GY) et une section x — 7,
de I’application s, qui soit m-mesurable et telle que :

v = [ Rew)adn(o)

ot R(7,) désigne la translation & droite par +,. Soit a l'application de GY dans
H x X telle que :

a(y) = (v 77" s(7),5(7)) -
On a a(y-7,) = (7, ) donc a est un isomorphisme d’espaces mesurés de (GY, 1Y)

sur (H x X, a x 7) qui transforme 1’action de H par translations & gauche sur
GY en 'action de H par translations a gauche x identité sur H x X.

Ainsi la restriction de U a H est un multiple de la représentation réguliere de
H d’ott a). De plus le commutant de H dans L?(GY,vY) est engendré par les
opérateurs T,

T He) = [ K ) )
ou k(gv,97') = k(v,7'), Vg € G et
sup (Sup [ k(2 av? (). Sup [ 2] () )
¥ ¥
est fini. Soit D un ensemble dénombrable de fonctions mesurables f sur G avec
(v,v, f) € LY(G), total dans L'(GY,vY) pour tout y, et tel que pour f € D,

I'application y — fY soit une section mesurable bornée de (L*(GY,1Y)). On
a alors f € D(U,v), Vf € D et 0,(f,g) coincide avec RL(f , g”). On peut
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supposer que D est stable par convolution : (f,g) — f *, g. Il suffit de montrer
que les opérateurs R} (f)y, f € D engendrent le commutant de GY. La fermeture
faible de I'espace engendré par ces opérateurs contient les RY(h),, ou (v,v,h) €
LY(G) et donc tous les opérateurs T}, ci-dessus, d’olt le résultat. Q.E.D.

39



6 L’algebre de von Neumann des opérateurs
aléatoires

Soit A une mesure transverse de module ¢ sur G.

La construction ci-dessous ne dépend que de la classe de A i.e. que de la notion
d’ensemble saturé A-négligeable. Cependant, pour montrer que I’algebre étudiée
est une algebre de von Neumann, i.e. a un prédual, nous aurons (comme dans le
cas classique pour trouver un prédual : L' & L>) & supposer que A est semi-finie.

Définition 1. Soient H;, H> des représentations de carré intégrable de G,
un opérateur aléatoire T € Homp (Hy, Hy) est une classe, modulo 1’égalité A-
presque partout, d’éléments de Homg (H1, Ha).

Pour T' € Homy (H;, Hs) nous poserons || T||s = Eﬁs Sup ||T%|| ce qui a un sens
car la fonction # — ||T}|| est mesurable et constante sur les classes de G(©).

Nous utiliserons aussi la terminologie espace hilbertien A-aléatoire pour désigner
une classe, modulo I’égalité A-presque partout, de représentations de carré intégrable
de G.

Théoréme 2. Pour tout espace hilbertien A-aléatoire H I’algebre involutive
normée Endy (H) est une algébre de von Neumann.

Il en résulte que la catégorie Cy dont les objets sont les espaces hilbertiens et les
morphismes sont les opérateurs A-aléatoires est une W*-catégorie ([34]). Cette
W*-catégorie ne dépend que du couple (G, B) et de la classe de A, en effet la
notion de représentation de carré intégrable de G n’utilisait que la structure
mesurable de G. Notons que pour le moment, pour H donné, Endy (H) est une
algebre de von Neumann abstraite, i.e. n’agit pas dans un espace de Hilbert
particulier.

Les résultat du numéro 4 montrent que la catégorie Cp est munie des opérations
de somme directe, de transposition, et de produit tensoriel. Bien que Cp ne
o0
possede pas en général d’objet non nul canonique, les objets de la forme H = & L
1
oll L est la représentation réguliere associée & v € £T, fidele, sont indépendants
du choix de v. L’algebre de von Neumann Enda (H) est donc aussi, indépendante
du choix de v. Rappelons qu’'une algebre hilbertienne a gauche est une algébre

involutive (A,...,#) sur C, munie d’une structure préhilbertienne séparée, et
telle que (cf. [47])

1) €n.¢) n.€%¢)  VEn (e A

(2) Pour tout & 'opérateur L(&), L(§)n = &n est borné.

(3) La représentation & — L(€) est non dégénérée (dans H = A).

(4) L’involution & +— &% est un opérateur préfermé de H.

Soit alors v € £ une fonction transverse sur G. Soient = A, et m = p o
v, H = L?(G,m). Construisons une algebre hilbertienne & gauche A formée
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de fonctions mesurables sur G, de telle sorte que : a) I’espace hilbertien soit
H = L?(G,m), b) le produit soit (f,g) — f *, g = fv * g, ¢) Pinvolution
soit f — f# = 6~ fv. L'opérateur S : f — f# est préfermé et S = JAz
ou Jf = 5z fU Af = 6f de sorte que la condition 4 est automatique. Par
construction J est une involution isométrique et l'opérateur L(f) est égal a
JR((Jf)V)J, ou R(k) désigne l'opérateur de convolution & droite par k. Dans
la décomposition H = [ L*(G*,v") du, R(h) est décomposé en (R (h)z)zcco
et il est donc borné par Sup (v|h|,v|h|). On prendra donc pour A Pespace des
fonctions mesurables f sur G telles que :

feL?G,m), f#* e L*(G,m), (v,v,Jf) € L}G).

C’est une algebre involutive car Jf# = (Jf)? et L(f), L(f¥) sont bornés, de
plus 3) résulte de la Proposition 2b).

Notation 3. Soit W (v) l'algebre de von Neumann associée & 1’algebre hilber-
tienne a gauche L?(G,m), m = A, e v pour v € £T.

Soient v € €T, H un espace hilbertien A-aléatoire. L’espace v(H) = [ H,
dA,(z) est un espace hilbertien et pour T' € Homp (Hy, Hs), opérateur décom-
posable (T}),cqo définit un opérateur borné v(T') de v(H,) dans v(Hs). Il est
clair que le Théoreme 2 se déduit du résultat suivant :

Théoréme 4. Soit v € £T.

(1) Pour tout espace hilbertien A-aléatoire H, il existe une unique représen-
tation normale de W (v) dans v(H) telle que U,(f) =U(fv), f € A,.

(2) H— v(H), T — v(T) est un foncteur de Cp dans la catégorie des W (v)-
modules.

(3) Si v est fidele, ce foncteur est une équivalence de catégories.

Le (3) signifie que T +— v(T) est une isométrie de Enda(H) sur le commutant
de W(v) dans v(H), ce qui montre que Endy (H) est bien une algébre de von
Neumann.

Démonstration.

1) On peut supposer que H est la représentation réguliere gauche L associée a v
(Théoreme 4.10). Pour toute section mesurable & de (L?(G®, %)), e, on a :

L9, = [ L& F) ).

Ainsi dans L*(G,m) = [ L*(G*,v")du(x) Vopérateur L(fr) coincide avec la
convolution & gauche par f, de sorte que la représentation normale (L), n’est
autre que la représentation canonique de W (v) dans L*(G,m).

2) C’est une vérification simple, notons cependant que en général on n’a pas
d’interprétation pour v(H; ® Ha).

Sivestfidele on a v(T) =0« T =0 pour T € Enda(H).
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3) Montrons d’abord que tous les opérateurs diagonaux dans v(H) = [ H, du(x)
sont dans l'image de W (v).

Soit f une fonction mesurable bornée sur G(*) et soit (f) 'opérateur de mul-
tiplication par (f e 7) dans L?(G,m). Quand on écrit L*(G,m) = [ L*(G*,v")
du(z) les opérateurs de convolution a droite sont décomposés, il donc clair que
r(f) commute avec eux et donc : r(f) € W(v). Calculons alors U, (r(f)) comme
opérateurs dans v(H). Pour tout élément g de l’algebre hilbertienne a gauche
A, on ar(f)eL(g) =L((fer)g), ainsi U,(r(f))U(gr) = U((f r)gv) d’ou
pour toute section mesurable bornée € :

O D) O &)y = [ U016 50) 90) dr?() = 1) (U(a0) €

Soit T" un élément du commutant de W (v) dans l'espace de Hilbert v(H) =
f H,du(z), p = A,. Comme T commute avec les opérateurs diagonaux, c’est un
opérateur décomposable et il existe une application mesurable bornée x — T,
z € G telle que pour toute section mesurable & de H de carré p-intégrable,
on ait (T€), = T, & u-presque stirement.

Pour toute fonction mesurable h sur G avec (v,v,h) € L'(G), T commute avec
U(hv), ce qui montre que :

" {y e, [(@0,U6) - U0 )& k) a0 () # o} 0.

Prenant des ensembles dénombrables totaux de h et de £ on a donc un sous-
ensemble mesurable A de GV, avec : u(A°) =0, Vy € A, T, U(y) = U(y) Tx
pour v¥-presque tout v € G¥. Soit B le sous-ensemble saturé mesurable de G(©)
complémentaire de [A°],, alors B¢ est A-négligeable (Proposition 2.8b)). Pour
x € B, 'ensemble A€ est s(v*)-négligeable.

Prenons f comme dans le Lemme 1.3, avec v(f) = 1.

Posons T) = [, U(m) T, U(y)~! f(y)dv¥(y) pour y € B et T) = 0siy ¢ B.
Pour y € A on a T!j = T,, il nous suffit donc de vérifier que pour v, : 1 — w1,

z1,91 € Bona U(y) T, U(y)~' =Ty, or le premier membre s’écrit :

/ U ) To Ul 7)™ F(y) vt (7) = / UG) T U™ fOr ) do? ()

donc si y; € A cela coincide avec Ty, vu que U(y') T, U(v')~! est égal a Ty, ,
s(v¥1)-presque partout.

Cela montre 1’égalité cherchée pour y; € A et x1 ~ y; donc dans le cas général
vu que pour z € B, [z] N A # (). On a montré que le commutant de W (r) dans
v(H) est égal & v(Enda(H)), il nous reste & vérifier que toute représentation
normale de W(v) est de la forme v(H). Or toute représentation normale de

o0
W (v) (dans un espace séparable) est une sous-représentation de & L, d’ou la
1

conclusion. Q.E.D.
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Corollaire 5. Soient H un espace hilbertien A-aléatoire et v € £F. Alors es-
pace vectoriel J¥ C Enda(H) engendré par les 6,(¢,n), £,n € D(U,v) est un
idéal bilatere de Endy (H), faiblement dense si v est fidele.

Démonstration. On a un homomorphisme surjectif naturel de Endg(H) sur
Enda(H) et JY est 'image de J” (Corollaire 4.9) qui est un idéal de Endg (H).
Si v est fidele, la Proposition 4.2 montre que la réunion des images des opérateurs
T, (&)* (cf. Proposition 4.8), £ € D sous-ensemble dénombrable total de D(U, v),
est totale dans H, pour tout z € G(©). Ainsi la représentation naturelle de J”
dans v(H) est non dégénérée d’oti le résultat. Q.E.D.

Corollaire 6. Soient (G, B;, A;) des groupoides mesurables, ¢ = 1,2 et h :
G1 — G2 un homomorphisme propre tel que h(A;) soit absolument continue
relativement a As.

a) Pour tout espace Ag-aléatoire H l'espace h* H est Aj-aléatoire.
b) L’application quiaT = (T;) € Enda, (H) associe h* T = (T (z)) € Endy, (h* H)
est un homomorphisme normal.

¢) Si h est une équivalence de catégorie avec h(A;) ~ Ay alors h* est un iso-
morphisme de Endy, (H) sur Endy, (h* H).

Démonstration.

a) On a (h* H), = Hy(y), il suffit de vérifier que si 'on modifie H sur A sa-
turé Ap-négligeable, cela ne modifie h* H que sur h=*(A) qui est saturé A;-
négligeable.

b) Par construction A* est un homomorphisme normiquement continu, on vérifie
directement qu’il est completement additif donc normal.

c) Soit k avec h e k ~ idg,, k @ h ~ idg,. Comme k* h* H est équivalent a H
on peut supposer que H = k* Hy. On a alors un entrelacement canonique entre
h* H et Hy qui remplace T € End (h* H) par T} tel que (h* @ k*) Ty =T.

Cela montre que h* est surjectif. L’injectivité est immédiate. Q.E.D.

Corollaire 7. Supposons que Gy = {y} pour A-presque tout y € GO, Pour
tout espace A-aléatoire H, le centre de Enda(H) est l'algebre des opérateurs
aléatoires f = (f(z)1m,),eqo ol f est mesurable bornée constante sur les
classes de G(©).

Démonstration. Soit D un ensemble dénombrable total, D C D (U, v) vérifiant
les conditions de la Proposition IV 15b), ot v € £F est fidele. Soit A ¢ G(©)
mesurable saturé, A¢ A-négligeable, tel que pour tout z € A les 6,(¢,n), &,n €
D soient irréductibles dans H,. Si T € Centre End, (H) on peut trouver un
représentant 77 € Endg(H) qui commute A-presque partout avec les 6,(€, 1),
&neD.Onaalors T = f(x)1y,, € G A-presque partout. Q.E.D.

Corollaire 8. On suppose que G} = {y}, Vy € G| Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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1) Enda(H) est un facteur V H.

2) Homn (Hy, Hy) # {0} si Hy et Hy #0.

3) Jv e T fidele telle que W (v) soit un facteur.

4) Pour tout A C G(®), mesurable saturé, on a A(A) ou A(A°) =0
)

5) A est extrémale parmi les mesures transverses de module §.

Démonstration. On a 1) = 2) = 3) et 3) = 1) résulte de V 4. Le Corollaire 7
montre que 1) < 4).

Corollaire 9. Supposons que Gy = {y} pour A-presque tout y € G©. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) 1l existe un espace hilbertien A-aléatoire H, avec H, # {0} A-presque par-
tout, et Endy (H) de type L.

2) Enda(H) est de type I pour tout H.
3) Tlexiste A C G(°), mesurable saturé de complémentaire A-négligeable tel que
la représentation triviale de G 4 soit de carré intégrable.

4) Tl existe une fonction transverse v/ € £T, bornée de support A-conégligeable.

Démonstration.

1) = 3). Soit P € End(H) un projecteur abélien de support central 1, alors
P, # 0 A-presque partout (Corollaire 6). Il existe donc un espace hilbertien
A-aléatoire H' = P(H) vérifiant 1) avec Ends(H’) commutatif. Cela impose
comme dans le Corollaire 7 que H., est de dimension 1 pour A-presque tout z,
d’otu 3).

3) = 4). Soit v € £ fidele. On peut supposer que A = G, 1l existe par
hypothese une suite de fonctions mesurables bornées f, sur G© telles que
Ve e GO, 3n e N, f(z) #0et [|fa(z)]?dv¥(y) < oo, ¥n. Soit alors (av,)
une suite de réels a,, > 0 avec [T, | fn(2)|? dv¥(y) < 1. Posons v/ = (¢ e s)v,
olt o = Y a, | fn|?, alors v/ est une fonction transverse bornée.

4) = 2). Soit v € £ avec v¥ de masse totale 1 pour A-presque tout y € G(©),
Alors 'application F, de l'algebre de von Neumann P intégrale directe sur
(GO A,) des L(H,), sur Endy (H) définie par :

(BB), = [U6)BUG) ()

est une espérance conditionnelle normale fidele. Comme P est de type I il en est
de méme de Endy (H). Q.E.D.

Remarque 10. Si G est standard, en tant qu’espace mesurable, la condition 4)
ci-dessus équivaut a I’existence d’une section mesurable, en dehors d’un ensemble

A-négligeable, pour la relation d’équivalence naturelle sur G(©).

Corollaire 11. Soit M un facteur proprement infini de la forme Endj (H) ot A
est une mesure transverse sur un groupoide mesurable G satisfaisant G% = {z},
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vV € GO 1l existe alors un endomorphisme o de M et un unitaire S € M tels
que, avec og = So(-) S* on ait :

1) o(M) et og(M) sont le commutant 'un de l'autre et engendrent M,

2) §%=1.

Notons que I'hypotheése “M isomorphe & M ® M” ne suffit pas & assurer 1) et
2) car automorphisme z ® y — y ® © de M ® M n’est intérieur que si M est
de type I (S. Sakai).

Nous laissons la démonstration a titre d’exercice; elle utilise I’équivalence de H
avec H ® H (modulo A).

On pourra ensuite utiliser les résultats du numéro VI pour montrer ’existence
d’un poids opératoriel de M sur o(M) dont le groupe d’automorphismes modu-
laires (défini sur og(M)) est I'identité.
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7 Poids normaux semi finis sur End,(H)

Soient (G, A, ) comme ci-dessus.

Si T est un opérateur densement défini, fermé, d’un espace de Hilbert H; dans
Hy, sa décomposition polaire T' C u |T'| équivaut & donner le couple d’opérateurs
bornés (u, (1 + T*T)~1). Il y a donc un sens a parler de familles mesurables
d’opérateurs non bornés fermés (cf. [32]).

Définition 1. Soient (H,U) et (H',U’) des représentations de carré intégrable
de G et (T;),eqo une famille mesurable ou T, est un opérateur fermé den-
sement défini de H, dans H.. Nous dirons que T est de degré a, ot @ € R

si
VyeG, vix—y ona U@)T,=6%*T,U(v).

Comme nous étudions G modulo les ensembles saturés N qui sont A-négli-
geables, nous dirons encore que T est de degré « si I’égalité ci-dessus a lieu pour
v € Gne et nous parlerons d’opérateur aléatoire de degré a pour désigner une
classe, modulo ’égalité A-presque partout, de familles mesurables de degré a.
Quand G est un groupe localement compact la Définition 1 coincide avec celle
de [15].

Théoreme 2. Soit (H,U) une représentation de carré intégrable de G.

a) Soit T un opérateur aléatoire positif (i.e. T, est autoadjoint positif pour tout
T € G(O)) de degré 1, il existe alors un unique poids normal semi-fini @7 sur
Palgebre de von Neumann Endy (H), tel que :

o1 (6,(€.6)) = / (Ty 60, 62) A, (2)

Vve&t, VEeDU,v).

b) L’application T +— @1 est bijective, et pr est fidele ssi T, est non singulier
pour A-presque tout x.

Démonstration. Fixons v € £, fidele, et construisons grace aux résultats de
[11] un poids @, sur Endy (H). Nous montrerons ensuite qu’il ne dépend pas du
choix de v.

Soient N lalgébre de von Neumann W (v) et ¢ le poids canonique sur N pro-

venant de la structure d’algébre hilbertienne & gauche (cf. numéro V). L’espace
de Hilbert v(H) = [ H, dA, () est un N-module.

Lemme 3. Pour tout £ € D(U,v) le vecteur correspondant & = (&;),cqo de
v(H) appartient a D(v(H), ) et :

9¢(€/,§/> = V(eu(fvf)) :

Démonstration. En effet R¥(¢') est par définition 'opérateur de L%(G,m)
(ot m = A, ev) dans v(H) qui & une fonction mesurable f associe (U(fv)€) =
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(T, (&)*f)'. Ainsi 0% (¢',¢") = R¥(¢') R¥(¢')* est donné par la famille d’opérateurs
T,(6)5Tu(8)z = 0,(§,8)as v € GO, Q.E.D.

Lemme 4. Soit v(T') lopérateur autoadjoint positif densement défini, dans
v(H) = [ H,dA,(z) associé & la famille (T}),eqo . Alors v(T') est homogene
de degré —1 en .

Démonstration. Il s’agit de vérifier que pour tout ¢ € R et toute fonction
mesurable f sur G, v |f| borné, on a :

THU (8™ fv)y =U(fr)T%.

Soit & une section mesurable bornée de H, on a :

U e, = T [Ua)6s0)" 10 d)

/ UM T2 €, f(7) di? () = (U(f1) T €), .
QED.

Terminons la démonstration du Théoreme 2. Comme v est un homomorphisme
de Endy (H) sur le commutant de N dans v(H), le Théoreme 13 de [11] associe
a Vopérateur v(T') homogene de degré —1 en ¢ un poids normal semi fini @,
sur Endp (H) tel que :

B0.60) = [ (Le&lanw  vee DO,

Comme v est fidele, cette égalité détermine uniquement le poids ®, grace au
Corollaire V.5. Ainsi pour montrer que ®,, ne dépend pas du choix de v il suffit
de montrer que

Py, (01/1 (576)) =, (91/1 (575)) Ve e D(U7 I/l)

pour vy,ve € ET fideles avec v; < v, 11 = (f @ s)vy out f est une fonction
mesurable sur G(©), comprise entre 0 et 1. On a

By (00, (6:) = B (Bn(F2EF2)
/<Tm f% &z f% §x> dAI/2 (33) = /<Tw §z7§z> dAVl (.’1?)
= &, (01/1 (faf))v

d’ot1 le résultat.

Soit T” un opérateur autoadjoint positif homogene de degré —1 en v dans les-

pace v(H). Comme au numéro V (Théoreme 4.3), il existe alors un opérateur

aléatoire positif T tels que v(T') = T’. De plus pour que v(T}) = v(T3) il faut

et il suffit que T} = T» A-presque partout. L’assertion b) résulte donc de [11].
Q.ED.

Corollaire 5. Gardons les notations du Théoréme 2.
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a) Le groupe d’automorphismes modulaires de ¢7 est donné par
(0¢(A))e =TH A, T;"  VA€Endy(H).
b) Soient T7,T> des opérateurs positifs aléatoires de degré 1, alors

(D(pTz : D(IOTl)t = (Téi leit)zEG(O) .

Démonstration. Cela résulte de [11] Théoreme 9.

Corollaire 6. Supposons que pour A-presque tout 2 € G on ait 6(v) = 1,
Vv € G% et soit H un espace hilbertien A-aléatoire tel que la représentation as-
sociée de G¥% soit factorielle pour A-presque tout x € G, Soient T un opérateur
aléatoire positif de degré 1 et o = ¢ le poids correspondant sur Endy (H). Pour
FE € R on a équivalence entre

exp E € spectreoyp
et

Ve > 0, 'ensemble suivant n’est pas A-négligeable :
{x e G, 3JEy, E, € Spectre (Log T,),
Ei—Eye[E—¢,E+¢l}.

Démonstration. Soient v € £ une fonction transverse fidele et P I’algébre de
von Neumann des classes, modulo 1’égalité A, -presque partout, d’applications
mesurables bornées

B = (Bz)mEG(O) ) Bm € E(Hx) Ve G(O) .

Par construction P est une algebre de von Neumann de type I et ’égalité
pr(B) = /Trace (T, By) dA, () VB

définit un poids normal semifini sur P. Il s’agit de montrer que Spectrec? =
Spectre o”. Le Corollaire 5 montre que la restriction de o” & End, (H) coincide
avec o%. Soit @ le commutant relatif de Endy (H) dans P.

La Proposition IV(15b) montre que B = (By)yeqo est dans Q ssi B, €
(U(G2))" pour A,-presque tout x € G©).

Ainsi Endy (H)UQ engendre P car U(GZ)" est un facteur pour A,-presque tout
z € GO, Comme d(y) = 1 pour v € GZ on voit que la restriction de o” & Q
est 'identité, et donc que pour f € L*(R), a; € Endy(H) et b; € Q on a :
o?(f)(Za;b;) =2 0?(f)(a;)b;. Ainsi o?(f) =0 < o?(f) =0. Q.E.D.

Corollaire 7. Avec les hypotheses du Corollaire 6 pour que @ soit une trace il
faut et il suffit que 7}, soit un scalaire T, = A, 1 pour A-presque tout z € G(©).
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Ainsi les calculs se font exactement comme si on travaillait dans H, avec le
poids défini sur £(H,) par I'opérateur positif T, par A — Trace (T, A). Nous
noterons ®7(1) sous la forme [ Trace (T}) dA(z). Si T est un opérateur aléatoire
de degré 1/2 de H dans H' on a [ Trace (T T,) dA(x) = [ Trace (T}, T) dA(z),
comme conséquence de [11].

Le poids opératoriel F,

Le lien entre le poids 7 et le poids sur ’algebre de von Neumann P intégrale
directe des L£(H,) selon A, associé & [ Tr(T,-) dA, () est précisé ainsi :

Lemme 8. Soient H un espace hilbertien A-aléatoire et v une fonction trans-
verse fidele sur G. 1l existe alors un unique poids opératoriel F, de l’algebre de
von Neumann P sur Enda(H) tel que pour tout opérateur aléatoire positif T
on ait @7 @ E, = pr. Pour tout B = (B;),cqo, B € P, tel que la famille
suivante soit bornée :

¢, = [U0)BUG) ),

on a :
E,(B)=C.

Démonstration. Pour tout 7 la restriction de of” & End(H) étant égale a

o¥7 il existe un poids opératoriel EL tel que ®7 @ EL' = pr. Le Corollaire 5b)

montre que ET ne dépend pas du choix de 7. Montrons que E,(B) = C. Soit
1

& = (&) geq une section mesurable bornée de H, ||€,]| < 1,Vz, et n, = BZ &,.
Comme 7, © 7% < By ona [(U(Y) 0, © (U()12)°) dv¥(y) < Cy, Vy € GO ce
qui montre que nn € D(U,v) car :

/ U () 1 ® (U () 00)° di¥ () = B, (1,7)

par construction. Soit £, n € N une suite de sections mesurables bornées de
H telles que pour tout z € G(®) Pensemble des ¢ différents de 0, soit une base
oo

orthonormale de H,. Avec n" = Bi¢mon a By = St en, Ve € GO,
1

11 suffit donc, vu la normalité de E,, de vérifier que E,(n ® n°) = 0,(n,n),
Vn € D(U,v), pour conclure que :

E,(B) 7SupE (an®”y>suon 77;»773 =C.

Or, on a pour tout 7" de degré 1 I'égalité

pr(n® 1) = / (T 1, i) A () = D70, (n, )
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d’ou le résultat grace au Théoreme 2. Q.E.D.

Lemme 9. Soient F' un foncteur mesurable propre de G' dans la catégorie des
espaces mesurés et H I'espace A-aléatoire L? e F'. Pour toute fonction mesurable

positive f sur | F(z) soit M(f) = (M(f)z)zcqo la famille des opérateurs
z€G )
de multiplication par f dans H, = L?(F(z)). Alors Vv € €T on a E,(M(f)) =

Démonstration. L’opérateur U(y) M (f). U(y)~! est égal & la multiplication
par la fonction ' — f(y~1+') sur F(y). Ainsi

/ Uy) M(f)e U(y) " dv¥()

est égal a la multiplication par

/ FOT Y A () = (v F)(Y) sur F(y).
Q.ED.

Groupes d’automorphismes modulaires intégrables et flot des poids
de EndA(H)

Soient (G, B,A) comme ci-dessus, ¢ le module de A, et H un espace hilbertien
A-aléatoire. Soit alors (G, h) le noyau stable de ¢, de sorte que (cf. numéro IIT)
G’ = G x R est doté d'une mesure transverse canonique A’ et h(y,s) = est
un homomorphisme propre.

Nous étudions les poids ¢ = @7 sur Enda (H) dont le groupe d’automorphismes
modulaires, 0¥, est intégrable ; cette étude contient a la fois le calcul du flot des
poids de Endp (H) et de sa décomposition continue [9].

Lemme 10. Soient 7" un opérateur positif de degré 1 de H dans H et ¢ = pp

le poids correspondant sur Endy (H).

a) Si 0¥ est intégrable, la mesure spectrale de T, est absolument continue, A-
presque partout, et la décomposition spectrale H, = [ H, 1) dt définit une
représentation H' de G' = G x RY.

b) Soient E¥ le poids opératoriel de End (H ), sur le centralisateur de ¢ et & =
(&2)zeco tel que & € D(H,v) pour une v € T, avec 6,(£,€) € Domaine E¥.
Soit £(;,1) la section correspondante de H’, alors :

ELP(Hu(&f)) = 91/’(5/76/) :

Démonstration.

a) Prenons v € £ fidele et P et E, comme ci-dessus, alors 1) = o e E,, est
intégrable donc le poids Tr (T,) est intégrable sur L(H,) pour A,-presque tout
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z.Ona UMW) T, UR)™' =68()T,, Vv : & — y, ainsi lisométrie U(y) de H,
sur H, se décompose en isométries U’'(v,s) de H,y) sur H, ) ol (7,8) €
G xRy =G, r(y,8) = (y,5) et s(v,s) = (s(7),80(7)) = (x,t). Les égalités
Umive) =U(y1) U(y2) et 6(y172) = 6(71) 6(y2) montrent que U’ est bien une
représentation de G’.

b) Pour 3’ = (y,t) rappelons que dv'¥ (v,t) = dv¥(). On a

+oo
B 06.9) = [ af@.(c0).
d’ol n
BN = [ T 06,7, ar.

Donc pour tout a = (a)iery dans Hy, = J Hypydt on a:

B0 aa) = [6,060,T, " 0T, " a)de
= [[1z e v )R aae
= //’/A‘”M,U’(v, A€ ) dA 2 dt dvV ()
= //\(%,U/(v,)\)ég(%A))FdAduy(y)
= s ananar
Q.E.D.

Théoréeme 11. Soient ¢ un poids (normal fidele semi-fini) sur Enda(H) tel
que 0¥ soit intégrable, et T = (T}) 'opérateur de degré 1 correspondant. La
décomposition spectrale de T' définit alors un espace A’-aléatoire H' sur G’ et
un isomorphisme canonique entre Endy/(H’) et le centralisateur de (.

Démonstration. L’existence de la représentation H' de G’ résulte du Lemme 10.
Pour voir que H’ est (X -presque stirement) de carré intégrable, il suffit (avec
les notations du lemme) de trouver un ensemble dénombrable total D de sec-
tions & € D(H,v) telles que 0,(&,&) soit dans le domaine de E¥ pour tout
&€ D.OrsiAc Endp(H) vérifie E¥(AA*) € Enda(H), la section £ = A¢,
¢ € D(H,v) vérifie les conditions ci-dessus car 0,,(£/,&') < ¢ AA* ou ¢ € R,. Soit
A" = (A, ;) un élément de Endy/ (H') alors pour tout x € G, Popérateur
décomposable dans H, associé a la famille Az ¢y commute avec T, de plus
A = (A) eqo définit un élément de Enda(H). On obtient ainsi un isomor-
phisme de Endy/(H') sur le centralisateur de . Sa surjectivité résulte de la
décomposabilité dans H, de tout opérateur qui commute avec 7. Q.E.D.
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Démontrons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un poids
o diagonalisable soit tel que o soit intégrable. Se donner une base (discrete ou
continue) de H revient & écrire I’espace A-aléatoire H sous la forme H = L2 e F
ou F est un foncteur mesurable propre de G dans la catégorie des espaces
mesurés. Nous dirons que l'opérateur positif T = (T,),cqo de degré 1, est
diagonal dans cette base si il existe une fonction mesurable p sur X = U F(x)
telle que pour tout x, T}, soit 'opérateur de multiplication par p dans L?(F(z)).
Comme T est de degré 1 on a :

p(y "t 2)=0(y)p(z) Vyiz—y, VzeF(y).

Théoréme 12. Soit T un opérateur positif de degré 1, diagonalisable, de 1'es-
pace A-aléatoire H dans lui-méme. Pour que 0%, ¢ = ¢, soit intégrable il faut
et il suffit que, pour A-presque tout z € G, la mesure spectrale de T} soit
absolument continue.

Démonstration. Soient v € £ une fonction transverse fidele sur G, P I’algebre
de von Neumann intégrale directe des L(H,) selon A,, et F, le poids opératoriel
canonique de P sur Endy(H). On a H = L? e F avec F propre, soit donc f
une fonction mesurable bornée sur X = |J F(x), telle que v * f < 1. Le
x=G()

Lemme 9 montre que l'opérateur de multiplication M (f) est dans le domaine
du poids opératoriel E,. De plus, comme T est diagonal, M (f) commute avec
T, le résultat découle donc du lemme suivant :

Lemme 13. Soient N et M des algebres de von Neumann, N C M et E un
poids opératoriel normal fidele de M sur N, ¢ un poids normal fidele sur N
et » = p e E. On suppose que le domaine de F (i.e. {z € M, E(x) € Ny})
contient une famille filtrante croissante (zq4)aer avec xq € My, Vo € I (ici My
désigne le centralisateur de ). Alors pour que le groupe % soit intégrable ([9])
il faut et il suffit que o¥ le soit.

Démonstration. Si 0¥ est intégrable, il existe une famille filtrante croissante
d’éléments de N7, (ya)aes qui sont o¥-intégrables

+oo
/ of (yo)dt € NT Vae .

— 00

Comme la restriction de 0¥ & N est égale & 0¥ on voit que 1) est intégrable.

11
Réciproquement soit y € M*, o¥-intégrable, posons y, = E(x2 yx3). Pour
tout t € Rona:

1 1 1 1
of (ya) = B0} (23 yad)) = E(xi o} (y) ¢d) .

On voit donc que y,, est o¥-intégrable :
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/iaf@a)dt <E (:c (/102”@) dt) m) :

Calcul du poids 1 (A) = [ Trace (T, A,) dA(x) = Traces (T'A)

Q.E.D.

Proposition 14. Gardons les notations du Lemme 9 et soient v; € £, f;

fonctions mesurables positives sur |J F(x) avec Zv; x f; = 1. Pour tout
zeG0)
opérateur T aléatoire positif de degré 1 et tout A € Endy(H)' on a :

pr(4) =" / Trace (A2 M(f;) A2 T,) dA,, (z).

Démonstration. On a
B, (A> M(f;) A?) = A% B, (M(f;)) A> = A* M(v;  f;) A*
et ) )
pr(A% My« fi) A) = [ Trace (A} M(5) AT T.) d (o).
Q.E.D.

Gardons les notations ci-dessus et munissons pour tout z € G(©) Iespace me-
surable F(z) de la mesure “trace locale de T,” définie par 'égalité o, (f) =

1 1
Trace (T2 M(f)T2#) pour f mesurable bornée positive sur G*. Soit Fr le fonc-
teur x — (F(x), ;) de G dans la catégorie des espaces mesurés.

Corollaire 15. On a

er(1) :/FTdA-

Démonstration. Soit f une fonction mesurable positive sur |J F(z) telle que
G
v* f = 1. La Proposition 14 montre que :

pr(V) = [ Trace (N T dd(0) = [au(f)ahufe) = [ Fria
(cf. Numéro III). Q.E.D.
Soient E = (E;)eqo un champ mesurable d’espaces hilbertiens sur GO et

pour z € G, H, Tespace des sections de carré intégrable pour v* (v € £+
fixée) de s*(F), avec

Il = [ el o).
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Les translations a gauche définissent une représentation de carré intégrable de
G dans H = (Hy) eqo) -

Pour tout = € G(9, soit 5! l'opérateur de multiplication par §~! dans H, =
L?(G*,v°,s*(E)).

Corollaire 16. Soit 7' € Enda(H) de la forme (T &)(v) = [k(y~ "))
dv®(v'), oll k est une section mesurable du champ mesurable sur G qui & v :
x — y associe B} @ Fy. On a

[ race (6,1 P dn = [ IK)IFrs 57 (A, ) ().

Démonstration. Pour f comme ci-dessus et © € G(©, la norme de Hilbert-
1 1
Schmidt de M(f)2z T, d, 2 vaut

/ Iy ) s £() 6() ™ di () di (')

L’égalité résulte alors de la Proposition 14. Q.E.D.

Proposition 17. Soient A et A’ des mesures transverses semi-finies de module
8,8’ sur G et G’ et h un homomorphisme propre de G dans G tel que h(A) = A’
et § = &' o h. Soient H' un espace hilbertien A’-aléatoire, H = h*H’, T’ un
opérateur aléatoire positif de degré 1 de H' dans H' et T = h*T’. Alors T est
un opérateur aléatoire positif de degré 1 de H dans H et :

/Trace (h*T")dA = /TraceT' dn’ .

Démonstration. On a

U() Te = U'(h(7)) Ty = (6" @ 0)(7) Ty U'(R()) = 0(4) T, U () ,

ce qui montre que T est un opérateur aléatoire positif de degré 1. Pour démontrer
’égalité cherchée on peut supposer que H' = L?eF’ o1 F est un foncteur propre
de G’ dans la catégorie des espaces mesurés. Reprenons les notations du Corol-
laire 15. Ainsi F, associe & x € G'(®) la mesure o/®, o/ (f) = Trace (M (f)T%)
sur F{,) et Fr associe x € G la mesure o®, o®(k) = Trace (M (k)T,) =
Trace (M (k) Ty,,)) sur F(z) = F'(h(z)). On a donc Fr = F, e h et I'égalité
cherchée résulte de III 9c). Q.E.D.

Le cas unimodulaire

Supposons que § = 1.
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Définition 18. On appelle dimension formelle de 'espace A-aléatoire H le
scalaire dimy (H) € [0, 4+o00] défini par

dimp (H) = /Trace(le)dA(x).

Cette définition a un sens car comme 6 = 1 Popérateur aléatoire (1),cqw© est
de degré 1.

Proposition 19.

a) Si Homp (Hy, Hy) contient un élément inversible on a
dlmA(Hl) = dlmA(HQ) .

b) Dima(® H;) = X Dima (H;)
¢) Dimgp, (H) = X Dimy, (H)
d) Sih:G — G’ est propre et h(A) = A’ alors

DimA(h* H) = Dimh(A)(H) .

Démonstration. a) b) c) sont conséquences immédiates de la définition et d)
résulte de la Proposition 12. Q.E.D.

Proposition 20.

a) Soit G un groupe localement compact unimodulaire, dg un choix de mesure
de Haar & gauche sur G et A la mesure transverse telle que A(dg) = 1. Pour
toute représentation de carré intégrable m de G, le scalaire dimy () coincide
avec la dimension formelle usuelle de 7.

b) Si T C G est une transversale au groupoide G, et vp sa fonction ca-
ractéristique, alors A(vr) est égal & Dimp(H) ou H est lespace aléatoire
H, =1>(T N G?).

Démonstration. a) Pour tout £ € H on a, avec v = dg, 1'égalité 0,(¢,&) =
d7Y|€]|? 15 ol d est la dimension formelle usuelle (cf. [13] p. 278). Ainsi pour
€]l =1 on a dimp(H) =d [(&, &) dA(z) = d.

b) Soit k la fonction sur G' qui vaut 0 si v ¢ G© ousi v ¢ T et vaut 1 si
v € T. Le Corollaire 15 montre que A(vr) = [ Trace (4,) dA(x), ot pour tout
x € GO A, est donné par la matrice diagonale (v,7') — k(y~'+’) agissant
dans 12(G* N s~ 1(T)). Comme 7,7 € s 1(T) on a k(y~1v") =0si~y #7 et
k(y~t4")=1siy =+ donc A, = 1py,. Q.E.D.

Nous explicitons maintenant les résultats de la théorie de Breuer [6] dans le cadre
ci-dessus. Soit H un espace A-aléatoire, alors la fermeture normique de 1’idéal
de définition de la trace : Traces sur Endy (H) est I'ensemble des T € Endy (H)
tel que dimp E,(|T]) < 0o, ot E4(|T|) est le projecteur spectral de |T'| associé
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a [a, +oo[ pour tout a > 0. Nous dirons qu'un opérateur A-aléatoire T est A-
compact 8l est dans I’idéal bilatére ci-dessus. Un A-opérateur a indice de H,
dans Hy est un opérateur A-aléatoire T' € Homy (Hy, Hs) inversible modulo les
opérateurs A-compacts. On a alors :

Dimy (KerT') < oo, Dimp (Ker T™) < oo

et on pose
Inda (T) = Dimp (Ker T') — Dimp (Ker 7).

On a alors :

Proposition 21 ([6]).

a) Soient 77,75 des A-opérateurs a indice, on a alors

Inda(T) @ To) = Inda (T1) + Inda(T3) .

b) L’application T' — Inda (T") € R est continue quand on munit R de la topolo-
gie discréte et 'ensemble des A-opérateurs a indice de la topologie normique.

¢) Soient T un A-opérateur & indice et K un opérateur A-compact, alors Ind (T4
K) =Ind(T).
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8 Mesures transverses et feuilletages

Soit (V, F) une variété feuilletée ; 'espace €2 des feuilles est un espace mesurable
singulier (image de V par la projection p qui & = € V associe la feuille de
x). Le groupoide d’holonomie G du feuilletage (construit par Winkelnkemper
[48]) donne une désingularisation naturelle de . On dispose donc d’une notion
de mesure généralisée sur €2 que nous relions a la notion classique de mesure
transverse a un feuilletage.

La présence de la topologie dans le sens transverse suggere que ’espace €2 est
un “espace localement compact singulier”. Ceci se traduit par I'existence d’une
C*-algebre canoniquement associée au feuilletage, et qui dans le cas ou F est
de dimension 0 se réduit a l'algebre des fonctions continues nulles a Iinfini
sur V. L’analogue du lien entre mesures de Radon sur un espace localement
compact 2 (i.e. formes linéaires positives sur C.(€2)) et mesures sur € est alors
la correspondance entre mesures transverses localement finies pour le feuilletage
et traces sur C*(V, F). (Poids dans le cas non unimodulaire.)

Feuilletages de classe C°>* (notations)

Soient p,q,n € N, T un ouvert de RP, U un ouvert de R? et f une application
de T x U dans R"; nous dirons que f est de classe C°° si I'application u €
U — f(-,u) est continue de U dans C*°(T,R™). Il revient au méme de dire que
les dérivées partielles 8‘% ft,u), ¢ = (oa,...,q,) € NP dépendent continliment
de (t,u) € T x U. Une variété feuilletée (V, F) de classe C>¥ est donnée par un
atlas, chaque systeme de coordonnées locales étant un homéomorphisme d’un
ouvert € de 'espace topologique V' avec un ouvert T'x U de RP x R?, et chaque
changement de carte étant localement de la forme

t'=p(t,u) o =T(u)

ol ¢ est de classe C¥ et I' est un homéomorphisme local. Par hypothese
V' est une variété topologique de dimension p + ¢, mais l'atlas ci-dessus dote
I'ensemble sous-jacent & V' d’une structure de variété (en général non connexe)
de dimension p, obtenue en remplagant la topologie usuelle de R? par la topologie
discrete (cf. [4], n° 2, p. 29). On obtient ainsi la variété feuille F qui est par
construction de classe C'*°. On appelle feuille du feuilletage toute composante
connexe de la variété feuille. Notre but est d’étudier la relation d’équivalence sur
V' qui correspond a la partition de V en feuilles. Soit A un ouvert de V'; pour
x,y € A, nous écrirons x ~ y (A) ssi z et y sont sur la méme feuille du feuilletage
restriction de F a A. Si A est le domaine d’un systéme de coordonnées locales
A~ T x U, avec T connexe, les classes d’équivalence de la relation z ~ y (A)
sont de la forme T x {u}, u € U, et seront appelées les plaques de A.

Nous dirons quune fonction f sur V est de classe C°Y si, dans tout systéme
de coordonnées locales (t,u), la fonction f(¢t,u), (t,u) € T x U C R? x RY est
de classe C°Y. Les considérations de [1], p. 123, s’adaptent facilement pour
définir les notions de fibré vectoriel E de classe C>°V sur V, ainsi que I’espace
C>%(V, E) (ou simplement C°*:°(E)) des sections de classe C>* d'un tel fibré.

57



Groupoide d’holonomie (ou graphe) d’un feuilletage

Soient (V,F) une variété feuilletée de classe C°? et R C V x V la relation
d’équivalence sur V qui correspond a la partition en feuilles. La présence d’ho-
lonomie conduit (voir Winkelnkemper [48]) & remplacer R par un groupoide
G, tel que G = V et que R soit I'image de G par le couple d’applications
(r,s) : G — V x V. Lavantage de G sur R étant l'existence sur G d’une
structure de variété (connexe si V est connexe) compatible avec sa structure de
groupoide.

Appelons (cf. [20], p. 369) application distinguée toute application 7 d’un ou-
vert V' dans R? qui est localement de la forme 7(t,u) = h(u) avec h un
homéomorphisme de RY. Soient D I’ensemble des germes d’applications dis-
tinguées de V dans R? et o l'application qui & un germe associe sa source.
Munissons D de la structure de variété de dimension p (= dim F), qui fait de o
un revétement de la variété feuille F (cf. [20], p. 378).

Soit alors 4 un chemin continu tracé sur F de x & y; ’holonomie h(y) est
'application qui & tout 7 € o~ 1{x} associe 'extrémité 7’ = h(y) 7 du relevé
d’origine m du chemin + dans la variété D. On a ' € o~ {y}. Le groupoide des
germes d’homéomorphismes ¢ de R? agit transitivement, par composition, sur
o}, et on a:

h(v)pom =poh(y)r.

Notons aussi que h(vy; 0v2) = h(y1) o h(y2) si 11 et 2 sont composables, et que
h(v) ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin ~.

Définition 1. Le groupoide d’holonomie G = Hol(F) de (V,F) est le quotient
du groupoide fondamental de F par la relation qui identifie 1 et yo ssi h(y1) =

h(v2)-

En particulier, pour z € G(©) = V| le groupe G = G4 est le groupe d’holono-
mie du feuilletage au point z. Soient z,y € G = V; pour qu’il existe v € G
avec s(y) =z, r(y) = y il faut et il suffit que x et y soient sur la méme feuille.
Ainsi 'image de G dans V' x V par Papplication (r, s) est égale & R.
Décrivons maintenant un atlas sur G qui le munit d’une structure de variété
(non toujours séparée) de dimension dim G = 2p + ¢ et d’un feuilletage G de
classe C*¥ et de codimension q.

Lemme 2. Soit v : * — y un chemin continu tracé sur F. Il existe alors
$;€[0,1],i=0,1,...,n,0=89 < 51 < --- < s, et des applications distinguées
m; : §; — R? tels que toute plaque p = w[l(u) de §; rencontre une et une
seule plaque de Q;y1, p' = 7r;r11 (u), et que v(t) € Q; pour tout t € [s;, Sit+1]-
On a alors h(7y) mg . = m,,y et pour tous =,y € V, 2’ € Qqp, ¢y € Q, tels que
mo(z") = mp(y') il existe v avec h(y') o,z = Ty

Preuve. Soient Q, ) des ouverts distingués (i.e. des domaines de systémes de
coordonnées locales) ; nous écrirons Q2 < Q' ssi Q C ' et Pintersection avec
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de toute plaque de €’ est connexe, i.e. est une plaque de Q. On a alors pour
z,y€eQ:x~yl) ez ~y).

Soit (Vi)aca un recouvrement fini de {y(¢),t € [0, 1]} par des ouverts distingués
relativement compacts de V. Soient d une distance sur V' définissant la topologie
de K = UV,, et € > 0 tel que, pour tout ¢t € [0,1], il existe « € A avec
B(y(t),e) C Vo (B(z,e) = {y € V,d(y,z) < e}). Pour ¢ € [0, 1], soient « avec
B(y(t),e) C Vu, Wi un ouvert distingué contenant 7(t), de diamétre inférieur
a €/2 avec Wy <V, et I; un intervalle ouvert contenant t avec v(I;) C W;.
Choisissons ainsi tg < t1 < -+ < tp, Vo, et Wy, de sorte que les I;, recouvrent
[0, 1]. Montrons qu'une plaque p de W;, rencontre au plus une plaque de Wi,.
Soient z,y € Wy, Np. Comme le diametre de p est inférieur & €/2, on a p C V,,
car B(y(t;),e) C Vi, et Wy, C B(v(t:),&/2). Ainsi z et y sont sur la méme
plaque de V,,, et donc de Wy,, d’ou le résultat. Quitte & supprimer une réunion
de plaques dans chaque W;, = 2; on peut supposer que toute plaque de ;
rencontre une plaque de £2;1. On construit alors par récurrence des applications
distinguées m; de domaine §2;, qui donnent la méme image dans R? aux plaques
adjacentes de €; et ;41, et on vérifie les conditions du lemme. Q.E.D.

Nous dirons que deux systemes de coordonnées locales Q ~ T x U, ¥ ~T' x U
dans V sont compatibles si, en désignant par 7 (resp. n') 'application distinguée
m(t,u) = u (resp. 7' (¥, u’) = u'), il existe pour tout = € Q et pour tout y € &’
tels que m(z) = 7'(y) un chemin v sur F tel que h(y) 7, = 7. Soit alors

W', m)={yeG, s(v) =ze€Q, r(y)=yeQ, h(y)m =m,}
et associons & v € W le triplet (¢,¢,u) obtenu & partir des coordonnées z =
(t,u), y = (¢, u). On obtient ainsi une bijection de W sur T/ x T x U ; de plus
le Lemme 2 montre que G est la réunion des W ; on a donc bien un atlas, et il
reste a calculer les changements de cartes.

Avec les notations évidentes, soit v € W(xn',7) N W (x|, m1), 7 : * — y. Soit
[' un homéomorphisme de R? tel que I' o m, = 7y ,. Comme h(y)m, = 7,
et h(y)m . = 7, on a T'om = 7. Ainsi localement le changement de
coordonnées est de la forme

Uy = F(u)’ t/l = wl(tlvu)a 1 = w(tu)
ot ¢ et ¢ sont de classe C°*°. On a donc :

Proposition 3.

a) Muni de l'atlas ci-dessus G est une variété de dimension 2p + ¢, munie d’un
feuilletage G de classe C*Y et de codimension q.

b) Les applications r, s de G dans G =V sont continues et ouvertes.

¢) L’application o de G dans G est continue et s’écrit localement (+’,t',u) o
' t,u) = (¢, t,u).

d) Pour tout = € V, 'application s de G* sur la feuille de x est le revétement
associé au groupe d’holonomie.
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L’algebre des opérateurs régularisants

Nous supposerons pour simplifier les notations que le groupoide d’holonomie G
du feuilletage (V, F) est séparé, les démonstrations s’appliquant au cas général.

L’algébre C0(V, F) ci-dessous eut se définir de maniere canonique en utilisant,
a la place de fonctions sur G, des sections du fibré |A|% G des densités d’ordre
% sur G. Pour les notations il est cependant plus simple de fixer une fois pour
toutes une section « de classe C>0, strictement positive en tout point, du fibré
|A| F sur V. Soit alors v = s*(a) la fonction transverse sur G quia z € GO0 =V
associe la mesure v* correspondant & la densité d’ordre 1, s*(«) provenant de
a par le revétement s : G* — F. Soit C2°0(G) I'espace des fonctions de classes

C°Y (relativement & la structure feuilletée (G, G)) et & support compact sur G.

Proposition 4. Muni du produit (f1, fo) — f1 *, f2 et de 'involution f — fV,
I'espace C°0(G) est une algebre involutive.

Preuve. Il s’agit de montrer que fi *, fo € C*%(G). Comme Supp (f1 *, fa) C
Supp (f1) o Supp (f2), le ¢) de la Proposition 3 montre que Supp (f1 *, f2) est
compact. Vérifions que fi *, fa est de classe C*°Y. On a

(%0 f2)(3) = / Frn) B ) ¥ ()

En utilisant une partition de I'unité de classe C*% dans G, on peut supposer que
fi € C0(W(xl,m)), i = 1,2 avec les notations de la Proposition 3 ou 7y, 7}
(ma, 7h) sont les applications distinguées associées aux couples de systemes de
coordonnées compatibles Qy &~ Ty x Uy, Q) &~ T] x Uy .. .. Ainsi dans la formule
ci-dessus, s(71) varie dans le compact K de 95N €; intersection de s(Supp(f1))
avec 1(Supp(fa)). Utilisant une partition de 'unité dans K (et remplacant f;
par (¢ o s) f1), on peut donc supposer que les applications distinguées 7}, et m;
coincident sur K. On a alors :

(fl *y f2)(t//7t>u) = /fl(t”7t/7u) fQ(t/7t>u)O‘|dt/|

en coordonnées locales, olt & = « (', u) est un coefficient de classe C°? devant
la densité |dt’|. I1 est alors immédiat que fi *, f2 est de classe C=0.  Q.E.D.

Proposition 5.

a) Pour tout x € V = G(® I'application R, qui a f € C2>°(Q) associe R,(f) =
RY(f): est une représentation involutive non dégénérée de C*(G) dans
L3(G®,v®).

b) Le commutant de R, est engendré par les L(v), v € GZ.

c¢) Pour que R, soit non disjointe de R,, il faut et il suffit qu'il existe v :  — y,
v € G; L(7y) est alors une équivalence entre R, et R,,.

Preuve. Avec les notations de la Proposition IV.5, on a pour f € C%(G),
(v,v, f) € L*(G) ; 1a Proposition IV.6 montre donc que R, est une représentation
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involutive de C2*%(@) dans L?(G®,v*). Comme dans la Proposition IV.15,
I'image de R, engendre le commutant de {L(v),y € G%} dans L%*(G®,v%).
En particulier R, et non dégénérée. Il reste a montrer que R, est disjointe de
R, quand z # y(G). Soit T' # 0 un opérateur d’entrelacement entre R, et R,,
et soit ¢ € L?(G*,v®), nul hors d'un compact K de GZ, tel que n = T¢ # 0.
Comme R, est non dégénérée, il existe f € C0(G) telle que Ry, (f)T¢ # 0.
Pour toute fonction ¢ de classe C°0 sur V =G on a f(pos) € C2(G) et

(R, (foos)n) () = / FOr ) o(s(v)) n(y') dvb (7).

Si z o y(G), le compact s(K) C V est disjoint de s(GY); il existe donc ¢ €
C2>%(@G) nulle sur s(K) et telle que Ry(fpos)n#0.(Si0<¢, <letp, —1
simplement sur s(G¥), on a Ry (f¢, o s)n — n.) Comme ¢ o s est nulle sur K
on a R,(feos)( =0 cequi contredit I’égalité

Ry(feos)n=TR,(fpos)(.

Q.E.D.

Nous introduisons maintenant la C*-algebre qui joue le role de ’algebre des
fonctions continues nulles & l'infini, sur I’espace des feuilles de F.

Définition 6. Soit C*(V,F) la C*-algebre complétée de 'algebre involutive
C29(@) pour la norme || f|| = Sup ||R.(f)]-
zeV

Bien entendu chaque représentation R,, x € V, se prolonge en une représen-
tation de C*(V, F) et la Proposition 5 reste valable pour cette extension.

Pour tout ouvert © de V soit C*(Q, F) la C*-algebre construite a partir de la
restriction de F a €.

Proposition 7.

a) Soit Q ~ T x U un systéme de coordonnées locales (T connexe); alors
C*(Q, F) s’identifie au produit tensoriel de Co(U) par la C*-algebre élémen-
taire des opérateurs compacts dans L2(T).

b) Avec les notations ci-dessus, I’application naturelle de C>*%(T x T x U)
dans C2°9(G) se prolonge en un homomorphisme isométrique de C*(Q, F)
dans C*(V, F).

Preuve. a) Le groupoide d’holonomie de (€2, F) s’identifie & T x T x U. Un
élément k de C2°¥ est donc en particulier une application continue & support
compact U dans C2°(T' x T') C K, algebre des opérateurs compacts dans L*(T').
On a donc une inclusion naturelle de C*(€2, F) dans Cy(U) ® K. Pour vérifier
qu’elle est surjective, il suffit de vérifier que f ® k est dans son image, pour
f€Co(U) et k € K;or c'est immédiat car C°(T x T') est dense en norme dans
K.
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b) Soit W a~ T'x T x U le sous-ensemble de G des v de la forme (', ¢, u) ; c’est un
sous-groupoide ouvert de G. Soit x € V ; dans s~1(Q) N G la relation 1 ~ 72
ssiy; 149 € W est donc une relation d’équivalence ; chaque classe d’équivalence
£ est ouverte (car W est ouvert) et est connexe (car T est connexe). L’ensemble
L de ces classes est donc la partition de s~1(£2) N G* en composantes connexes.
La restriction de s & £ € L est un homéomorphisme de ¢ sur la plaque p = s(¢)
de Q. En effet, si y1,72 € L et s(71) = s(72) on a 47 "2 = (t,t,u) € GO, d’onr
Y1 =72

Identifions W = T x T x U au groupoide d’holonomie de la restriction de
F a Q; linclusion i de C2*%(W) dans C2°*9(G) est alors un homomorphisme
d’algebres involutives. Soit € V' ; montrons que R, o est équivalente, comme
représentation de C2*9(W), & une somme directe de représentations R,,, z; €
W avec la représentation dégénérée 0. Soient k € C>O(W) et f € L*(G®,v%);
ona:

(Ro(k) £) (7) = / ko) £ A ().

Pour 7,7 € G* on a k(y~1+') # 0 seulement si v~ 1+’ € W, donc si v ~ 7/ au
sens ci-dessus, i.e. si v et 7 sont dans la méme composante connexe £ € £ de
s71(Q) N G*. Cela montre que R, (k) est décomposable dans la décomposition
de L?(G®,v") associée & la partition G = (s71(2)° N G*) U ( U 6).
el

La restriction de R,(k) & s~1(Q2)° N G est nulle. Soit £ € L; alors s est un
homéomorphisme de ¢ sur la plaque p = s(¢) de Q, ce qui montre que R, o
restreint & L2(f) est équivalente & R, pour tout a € p.

On a montré que ¢ se prolonge en une isométrie de C*(Q2, F) dans C*(V, F).
Q.ED.

Mesures transverses et feuilletages

Soient (V,F) une variété feuilletée de classe C°°¥ et G son groupoide d’holo-
nomie. Nous relions ci-dessous la notion de mesure transverse sur G aux quatre
aspects suivants de la notion de mesure transverse au feuilletage (cf. [29], [36]
et [45]) :
1) Une mesure de Radon sur la réunion des sous-variétés transverses a F
invariante (resp. quasi-invariante) par le pseudo-groupe d’holonomie.

2) Pour toute mesure de Radon, transversalement mesurable, v sur la variété
feuille F, une mesure p sur V ayant v comme mesure conditionnelle (resp.

5 1v).

3) Un courant fermé C' (resp. vérifiant bC = w A C' oll w est une 1-forme
fermée sur F) sur V positif dans le sens des feuilles.

4) Une trace (resp. un poids KMS) sur la C*-algebre C*(V, F).

Rappelons que si X est un espace localement compact (& base dénombrable),
une mesure de Radon (positive) sur X est une mesure positive sur la tribu des
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boréliens, qui est localement finie, au sens ou u(f) < oo, pour toute f bornée a
support compact.

Définition 8. Une mesure transverse A sur G est dite localement finie ssi A(v) <
oo, pour tout v € ET localement bornée (i.e. Sup v*(K) < oo pour tout compact
K de G) et & support compact (i.e. il existe un compact K7 C V avec v* portée
par s~1(K7) pour tout z € V).

Soit Z C V une sous-variété de dimension ¢ de V'; nous dirons que Z est
transverse a F, si pour tout z € Z il existe une application distinguée 7 : Q — U,
z € Q dont la restriction & Z N Q est un homéomorphisme. Le pseudo-groupe
d’holonomie opeére sur la réunion disjointe des sous-variétés transverses a F (cf.
[29]).

Lemme 9. Soient 77, Z5 des sous-variétés transverses a F, ¢ : Z1 — Zp un
élément du pseudo-groupe d’holonomie, K7 un compact de Z; et Ko = ¢(K1).
Soit A le noyau sur G défini par \Y = 0 si y ¢ Ky et \Y = ep(y) si y € K, olt
I'(y) désigne le germe de ¢ au point ¢~1(y). On a alors

Vi, ¥ A = Uk, .

Preuve. On a

y o _
Vic, = E Ev,

s(y)EK?

donc

(I/K2>k>\)y: Z L,Y)\w: Z 671“(35)

s(7)€EK> s(v)EK2

L’application qui & v € GY, s(y) € Ka, associe 7I'(s(7)) est une bijection de
GY Ns™H(Ky) sur GY Ns~H(Ky) car Ky = ¢(K1). On a donc

Yy — —
(I/KQ*)\) - E : Ey = Vg, -
s(v)eEK,

Q.E.D.

Proposition 10.

a) Soit A une mesure transverse localement finie, de module § sur G. Pour
toute sous-variété Z transverse a F, I'égalité 7(K) = A(vk), K compact
de Z, définit une mesure de Radon positive sur Z; pour tout élément ¢ du
pseudo-groupe d’holonomie, on a :

dr(¢(x))/dr(x) = §(bs) ¢, = germe de ¢ en z.

b) La correspondance A — 7 est une bijection entre mesures transverses lo-
calement finies de module § sur G et mesures de Radon sur la réunion des
sous-variétés transverses vérifiant a).

63



Preuve. Comme vg est localement finie & support compact, on a A(vg) < oo
et 'existence de 7 en résulte. Avec les notations du Lemme 9, on a

T(K1) = Mvk,) = Mvi, # A) = A((A(67) 0 5) vk,) = . 0 (D(x)) dr(z).

Ainsi :

o~ x)) = YT () dr(z) = S(0(2) ) dr ().
/¢(K1)d(¢ (z)) /¢(K1) (D(x)) dr(x) /¢<K1) (T(z)~Y) dr(x)

d’ott le résultat car T'(z)~! est le germe de ¢~! au point . Nous avons montré
a).

Pour b), soit (Q4)aer un recouvrement ouvert localement fini de V' par des
ouverts distingués Q, ~ T, x U, ; associons a chaque €1, une sous-variété trans-

verse Zo, = {(t(u),u), u € U,}. Le sous-ensemble Z = (JZ, de V = G©

«
est alors une transversale au sens du numéro I. Le Corollaire III.5 montre la
bijectivité de A — 7. Q.E.D.

Pour toute mesure de Radonn « sur la variété feuille F, soit v = s*(«) I'applica-
tion qui & z € G(©) =V associe la mesure relevée de a sur G® par le revétement
s. On a par construction yv* = v¥ pour tout v € G, v : © — y. Nous dirons que
« est transversalement mesurable si sa restriction a tout domaine Q ~ T x U
d’un systeme de coordonnées locales est donnée par une application vaguement
mesuarble u — «,, de U dans I'espace des mesures de Radon sur 7', bornée si )
est relativement compact.

Lemme 11. L’application « — s*(a) est une bijection entre mesures de Radon
transversalement measurables sur F et fonctions transverses v sur G telles que
Sup v*(K) < oo pour tout compact K de G.

Preuve. Soit v € £* telle que Supv*(K) < oo pour tout compact K de G.
Pour tout z € G(¥, 1® est localement finie sur G*; c’est donc une mesure de
Radon. Comme v* est invariante par G2 elle est de la forme v* = s*(a), ce qui
en faisant varier x détermine une mesure de Radon « sur F. Pour Q ~ T x U le
groupoide d’holonomie W =T x T x U de (2, F) est un sous-groupoide ouvert
de G et pour f € CFH(W), 'application x — v*(f) est measurable car v € £7,
ce qui montre que « est transversalement mesurable. Q.E.D.

Proposition 12. Soient « et ¥ = s*(a) comme ci-dessus, et supposons que le
support de a soit égal a F. L’application A — A, est une bijection entre mesures
transverses localement finies de module ¢ sur G et mesures de Radon u sur V/
ayant la propriété suivante : dans toute désintégration de p dans un systeme
de coordonnées locales Q =~ T x U selon l'application distinguée m(¢,u) = u, les
mesures conditionnelles sont de la forme : du, = el day, ot L : Q — R vérifie
L(y) — L(z) = log(d(y)) pour tout y e W =T xT x U C G.
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Preuve. Comme A est localement finie, la mesure = A, est aussi localement
finie; c’est donc une mesure de Radon sur V. On a (uov)f = (nov)dtf
pour toute fonction mesurable positive f sur G; en prenant f nulle hors de
W =T x T x U et en utilisant les coordonnées locales, on a donc :

J[ 1t o dnte o) = [[671 ¢ 00 date) dute' ).

Soit alors u = [ py, dp(u) une désintégration de p relativement a Q. L’égalité
ci-dessus montre que (p-presque partout) dpu, est proportionnelle & e’ da, (ol
L vérifie la condition ci-dessus), car

el dov, (t) dp, (t) = e dovy (1) dpy (1) .
Réciproquement, soit y une mesure de Radon sur V' vérifiant la condition de
désintégration indiquée ; montrons que (uov) f = (pov)d~1f pour toute f; le
Théoreme I1.3 permettra de conclure.

On peut supposer que f est nulle hors de I'ouvert
W={veG, v=50)€Q, y=r(y) €, h(7) 0z =Tny}

de G défini dans le Lemme 2. Par hypothese, ayant choisi une désintégration de
1 dans g sous la forme

,u:/eLaudpo(u) Ly: Q9 —R

il existe pour k = 1,...,n une unique désintégration de pu dans €2 sous la forme

W= /eL’c o, dpg (u)
o Ly : Qr — R est déterminée par I'égalité Li(y) = Lo(x) + Logd(y) pour

vz —y, h(y) 7o = g,y Il nous suffit donc de montrer que py = p, i.e. que
Pk = Pk+1 pour tout k. Sur O N Qgyq on a Ly = Ly par construction, donc

/ e vy d(pr — prsa) (1) -

Comme 7, ' (u) N ﬂ,:il(u) est de mesure non nulle pour « pour tout u € U, il
en résulte pr = pr41. Q.E.D.

Supposons maintenant que Logd est de la forme (Logd)(y) = fv w, ol w €
C*O(T*F) et une 1-forme fermée sur F.
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Proposition 13.

a) Pour toute mesure transverse localement finie, de module § sur G, I’égalité
A(s*(a)) = C(a) détermine une forme linéaire positive C sur 'espace C°0(|A| F)
des densités d’ordre 1 sur F, et on a :

C(0x a) = —C({X,w)a) pour tout X € CT F)

(on Ox désigne la dérivée de Lie relative a X).
b) L’application A — C ci-dessus est bijective.

Siw = 0 et si F est orientée tangentiellement, 1’égalité ci-dessus s’écrit C'(df) =
0 pour toute section 3 de classe C°0 de AP~Y(T*F), p = dim F. En effet, on
peut identifier grace a 'orientation AP TF et |[A| F et ona Ox = dix +ix d. On
retrouve ainsi la correspondance de Ruelle et Sullivan ([36], [45]) entre courants
fermés sur V', de méme dimension que celle des feuilles, tels que toute forme
a, dont la restriction & F est positive, vérifie C(a) > 0, et mesures transverses
invariantes par holonomie.

Preuve de 13. a) Pour montrer que C(0x a) = —C({X,w) a), on peut supposer
que « est nulle hors du domaine d’un systéme (¢,u) de coordonnées locales. 11
existe alors une mesure de Radon p sur U telle que (cf. Proposition 12) :

A(s*a) = /U ( /T e a> dp(u)

ot dL = w sur T x {u}, pour u € U. Munissons RP et donc aussi T de son
orientation canonique. Soit 8 € C°°(AP~1 T*F) nul hors de 2 =T x U ; alors
Cle td(e"B)) = [, Jrx iy d(ef B)dp(u) = 0. Ainsi C(d'3) = 0 o1 d'3 =
dB+wAB.On aalors C(0x a) = C(dix a) = —C(w A ix a) = —C((X,w) a).

b) Montrons la surjectivité de Uapplication A — C'. Soit donc C vérifiant la
condition a). Le calcul ci-dessus montre que C' est localement de la forme C(a) =
fU fTX{u} el adp(u) ott dL = w. On applique alors la Proposition 12 en ayant
choisi une section o € C°0(|A| F) strictement positive en tout point. L’égalité
p(f) = C(fa) définit une mesure de Radon sur V' qui vérifie les conditions de
12 relativement & v = s*(«a) ; il existe donc A avec A(s*(fa)) = u(f) = C(fa),
fecei(V). Q.E.D.

Reprenons les notations de la Proposition 4. Soit § : G — R% un homomor-
phisme de classe C>9 et pour tout z € V = G soit 5.1 lopérateur de
multiplication par =% dans L?(G®). Par construction (J;!),cyv est de degré 1
aus sens de VIL.1.
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Proposition 14.

a) Soit A une mesure transverse localement finie, de module d, sur G. L’égalité

o) = [ Trace (5, Ra(1)) A

détermine un poids semi-continu semi-fini sur C*(V, F).
b) Toute f € C2*9(G) est dans le domaine de ¢ et on a

o(f) = fdA, .
GO

c) ¢ vérifie les conditions modulaires par rapport au groupe o; d’automor-
phismes de C*(V, F) défini par o4(f) = § f pour tout f € C0(G).

Preuve. a) Pour f € C*(V, F), la famille R(f) = (Rx(f))zev est un élément
de Endg((L%(G?®))zev) (Proposition IV.6.d) et Théoréme V.4). L’opérateur ho-
mogene de degré 1, (§;')zev détermine un poids normal semi-fini sur

Enda ((L?(G%))zev) qui, composé avec R, vérifie a). 11 est donc clair que ¢ est
semi-continu ; sa semi-finitude résultera de b), et ¢) résulte du Corollaire VI.5.

b) La Proposition VIIL.6.b) (indépendante de celle-ci) montre que f est dans le
domaine de ¢. Le Corollaire VI.15 montre donc qu’il suffit de calculer [ FdA,
ou, pour z € V, F(x) désigne I'espace G* muni de la mesure “trace locale” de
Popérateur associé au noyau (5(7)_% fytv) 5(7’)_%. Comme f est de classe
C>0 la théorie usuelle des opérateurs nucléaires montre que la trace locale est
donnée sur G® par la mesure §(7) " f(y 1) dv®(y) = (fos) 6 1 v®, d'ou le
résultat. Q.E.D.
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9 Théorie de ’indice et feuilletages mesurés

Soient (V,F) une variété feuilletée et Q2 lespace des feuilles. Considérons un
opérateur différentiel elliptique D (scalaire pour simplifier), sur la variété feuille

F (i.e. localement D est de la forme ‘ % aq(t,u) gt% ou les E?Ti? aq sont conti-
« n

nus et ou le symbole principal est inversible). En supposant pour simplifier les
groupes d’holonomie triviaux (cf. ci-dessous pour le cas général), on obtient
un opérateur aléatoire non borné (Dy)req en associant & toute feuille f € Q
I'opérateur fermeture dans L?(f) de D agissant sur C§°(f). L’espace aléatoire
(Ker Dy)seq est alors de carré intégrable (au sens du numéro IV), et de plus
Dimy (Ker D) = [ dim(Ker Dy)dA est fini pour toute mesure transverse A au
feuilletage F, des que V est compacte, ce que nous supposons désormais. On
définit donc 1’indice analytique de D par la formule

Inda (D) = Dimy (Ker D) — Dimy (Ker D) .

Nous démontrons, grace a la méthode du développement asymptotique de la
trace de Dopérateur de diffusion e *PP” I'ananlogue de la formule de Iindice
d’Atiyah et Singer.

Supposons F orienté (tangentiellement); les trois ingrédients sont alors :

1) La classe d’homologie [C] € Hp,(V,R) du courant de Ruelle et Sullivan associé
a A.

2) La classe de cohomologie ch D € H*(V, Q) calculée exactement comme dans
le cas classique grace & Iisomorphisme de Thom de H*(V') avec H*(B, S) ou
B (resp. S) désigne le fibré en boules unités (resp. en spheres) de T'F, et a
I’élément de K-théorie relative associée au symbole principal de D.

3) La classe de Todd Td(V) de la variété V.

La formule de I'indice est
Indp (D) = (ch D - Td(V)) [C].

A droite A n’intervient que par la classe d’homologie de C, ce qui n’est nullement
évident dans le terme de gauche.

Nous donnons quelques applications simples de ce résultat : ’égalité

Y (=1 BiA) = (e(F), [C])

ot les f3;(A) ne dépendent pas du choix auxiliaire d’une métrique Riemannienne
sur F, et le lemme qui dit que By(A) est nul si et seulement si Pensemble des
feuilles compactes d’holonomie finie est A-négligeable; ils se combinent dans
le cas ou dimF = 2 pour montrer que, si I’ensemble des feuilles compactes
d’holonomie finie est A-négligeable, on a (e(F),[C]) < 0, i.e. intégrale de la
courbure intrinseque des feuilles est négative.

Méme dans le cas des flots, i.e. en dimension 1 pour F, cette formule donne des
résultats intéressants, l'irrationalité de la classe [C] € Hi(V,R) donnant une
borne inférieure sur le rang du groupe abélien dénombrable Ko(C*(V, F)).
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Calcul pseudodifférentiel invariant a gauche

Supposons G séparé. Soient E,F des fibrés hermitiens de dimension finie de
classe C°Y sur V. Appelons G-opérateur de E dans F toute famille invariante
a gauche (P,);ey ou, pour tout x, P, est une application linéaire continue de
C>(G*,s*(F)) dans C*°(G®, s*(F)). L’invariance & gauche de P montre qu’il
existe une distribution k& sur G telle que, pour tout = € V, le noyau distribution
associé a P, (dans G® muni de la densité v®) soit K(v,7') = k(y~'+'). Nous
dirons qu'un G-opérateur P est régularisant si k € C9, i.e. s'il existe une
section de classe C2°0 du fibré sur G dont la fibre en v : 2 — y est Ef @ F,
telle que

(PoO)(7) = / k') C() (7)) pourtout (€ O

Si K est un compact de G, nous dirons que le support de P est dans K quand
la distribution k est nulle hors de K, i.e. quand

Supp (P*¢) € Supp o K~ * pour tout (eC™.

On a Supp Pyo P, C Supp P;oSupp P, pour P;, P, a supports compacts. Comme
dans le cas du calcul pseudodifférentiel usuel, nous dirons qu'un G-opérateur
P est pseudolocal si, pour tout voisinage S de G(¥, il existe un G-opérateur
régularisant R avec Supp (P + R) C S. Nous écrirons P, ~ P, si P; — P est
régularisant.

Soient Q ~ T x U un ouvert distingué (T connexe) et P (2, E, F') Pespace
des familles continues (P,),cy d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre < m,
ou P, : C°(T x {u},E) — C(T x {u}, F) et ou le noyau distribution k €
C=°9T x T x U) associé a P est & support compact. L’injection naturelle
de T x T x U dans G permet de considérer k comme une distribution sur G ;
décrivons maintenant le G-opérateur P’ = (P)),cy associé a cette distribution.
La preuve de la Proposition VIL.7.b montre que, si G* N s~ 1(Q) = [J/ est la
L

décomposition de G* N s~1(£2) en composantes connexes, 'opérateur P/ est nul
sur G N s71(Q)¢, et se décompose selon la partition £, la restriction de P’ & ¢
étant la relevée par le difféomorphisme s de P,, agissant sur s({) =T x {u}.

Nous appellerons G-opérateur pseudodifférentiel toute combinaison linéaire finie
d’opérateurs de la forme P’ ci-dessus et d’opérateurs régularisants. Par construc-
tion un tel opérateur et pseudolocal et a support compact. Notons P™(E, F')
I’espace des G-opérateurs pseudodifférentiels d’ordre < m de E dans F'. L’espace
P~°(E, F) est celui des opérateurs régularisants.

Proposition 1.

a) On a P™ o P™ C P™t™ pour tous m et n.
b) Si P € P°(E, F), la famille (P,),cy se prolonge en un opérateur d’entrela-

cement borné de L?(G,v,s*(E)) dans L?(G, v, s*(F)).
c) SiPeP™(C,C),m<0,onaPeC*(V,F).
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d) Si PeP™(E,F), m< —p/2 (p=dimF), le noyau distribution associé est
une fonction mesurable sur G avec

Sup [ k() s () < oc.
Y

Preuve. a) Supposons d’abord n = —oo. On peut alors supposer que P’ € P™
provient d’une famille continue P € P*(Q, E, F'). L’argument de la Proposi-
tion VII.4 montre que ’on peut supposer f nulle hors de W’/ =T x T’ x U ol
Q' =~ T’ x U est compatible avec 0 ~ T x U. Le noyau associé & P o f est alors
de la forme

k(" u) = / K(t,t' ) F(E, 8", ) old?|

et il est donc de classe C°V. Ayant traité ce cas (ainsi que le cas analogue
oll m = —o0), on peut supposer que P’ € P™ et Q' € P™ sont tous les deux
construits & partir de familles continues P, Q € P.(f, E, F'), pour le méme ouvert
distingué Q ~ T x U. L’assertion résulte alors du cas classique [1].

b) On peut supposer que opérateur est de la forme P’ pour P € PY(Q, E, F).
L’assertion résulte alors de 'inégalité || PL|| < Sup || Py.|-

c¢) Cela résulte de la Proposition VIL.7.b) et de la continuité, pour P € P7*(Q2, C, C),
de I'application u — P, de U dans P'algebre des opérateurs compacts sur L?(T).

d) 1 suffit de montrer le résultat pour P’, avec P € P7(Q, E, F'). On a alors
k(t,t' u) = /ei(t_t/’<> a(t,¢,u)d¢,

ot ||asu||3 = [a(t, ¢, u)|* |d¢| est majoré uniformément, vu l'ordre de Pampli-
tude a: |a(t, ¢, u)| < c(1+[¢|)™. L’égalité de Parseval montre donc que

JEERRE N
est majoré uniformément. Q.E.D.

Soit P un G-opérateur de E dans F'; on lui associe un opérateur s(P) de
C>®(F,E) dans C*(F, F) en posant pour p € C*°(F,E) et x € F :

(s(P)@)(x) = Py(pos)(y)  pourtout  yeG, v:x—y.

L’invariance a gauche de P montre que le résultat ne dépend pas du choix de
v : s(y) = x. Par construction s(P; o P) = s(P1) o s(Ps) et s(P) est pseudo-
différentiel si P est pseudodifférentiel. Si S C G est un voisinage ouvert de G(©)
tel que (r,s) : S — V xV soit injective, la restriction de s & { P, Support P C S}
est injective.

Soit P € P™(E, F) un G-opérateur pseudodifférentiel de E dans F'; définissons
le symbole principal de P comme celui de 'opérateur s(P) de F dans F. Si P
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est régularisant et associé & k, 'opérateur s(P) est associé au noyau k'(y,z) =
> k(y) € EX ® E, (somme sur les v : * — y); c’est donc un opérateur
régularisant et son symbole principal g, est nul pour tout m. On en déduit alors
que, pour P € P™(E, F), 0,,(P) est une fonction de classe C°? sur I’ensemble
des éléments non nuls de T*F. On définit I'ellipticité de P par I'invertibilité de
om(P) ou, ce qui revient au méme, par ellipticité de s(P).

Proposition 2. Soit P € P™(E, F) un G-opérateur elliptique de E dans F.
Alors il existe un G-opérateur elliptique @@ de F' dans E tel que PQ — idp et
QP — idg soient régularisants.

Preuve. Soient (£;);c5 un recouvrement de V' par des ouverts distingués €; ~
T; x Uy, (¢4)icr une partition de I'unité de classe C°*° subordonnée & ce recou-
vrement et S un voisinage compact de G(© dans G tel que l'on ait pour tout
1el
{v€e€S, s(y) CSupport i} C W, =T; x T; x U;

olt ¢} € C2>9(€);) vaut 1 sur le support de ;. On peut supposer que Supp P C S.
Pour tout ¢, soit ¢} o s le G-opérateur de F dans E de multiplication par ¢} os;
la distribution k; associée & P o (g} o s) a son support contenu dans W;; il
existe donc P; € P™ (8, E, F) tel que P/ = P o (¢} o s). La multiplicativité du
symbole principal (qui résulte du cas usuel appliqué & F) montre que o, (P}) =
om(P) ¢l ; d’on Vexistence, pour chaque i, de Q; € P~™(Q;, E, F) avec P; Q;—;
régularisant. L’opérateur Q@ = > (¢} 0 s) o @} est alors un quasi-inverse a droite,
d’ou le résultat. Q.E.D.

Corollaire 3. Soient Py, P» € P™(E, F') avec P; elliptique; il existe alors ¢ < 0o
tel que

1P Cll < e ([P, €Il + 1ICI1)
pour tout € V' et pour tout ¢ € C(G?).

Preuve. Soit Q2 € P~™(F, E) avec Q2 P» — idg régularisant. Comme P; Q2 €
P il existe (Proposition 1) ¢; < oo avec ||P; Q2(P2¢)|| < c1||P2¢|| pour tout
¢ € C°. Comme P;(Q2 P> —idg) est régularisant, on a [|[P; Q2 P, ¢ — P; (|| <
c2]|¢]| pour tout ¢ € C2°, d’ou le résultat. Q.E.D.

Action d’un G-opérateur elliptique dans L2

Soient G, E et F' comme ci-dessus avec v = s*(«). Comme V est compacte la
notion de section de carré intégrable de s*(F) sur G* a un sens intrinseque,
i.e. qui ne dépend ni du choix de a € Cf’0(|A\ F) ni de celui de la structure
hermitienne sur E. Plus précisément, si F et F7 ont méme fibré vectoriel sous-
jacent et si v = s*(a), v1 = s*(aq), Papplication identique de L?(G*,1%,s*(E))
dans L?(G*,v¥,s*(E7)) est un opérateur d’entrelacement inversible.

Soit D un G-opérateur différentiel elliptique, d’ordre m, de F dans F. La dis-
cussion du § 2 de [2] s’applique mot pour mot & l'opérateur D, agissant sur
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G?; de plus, comme dans la Proposition 3.1 de [2], la définition de D,, comme
opérateur fermé & domaine dense de L2(G®,s*(E)) dans L?(G%,s*(F)) se fait
sans ambiguité :

Proposition 4. Pour tout € V, le domaine de la fermeture de la restriction de
D, 4 C°(G*,s*(E)) coincide avec {¢ € L?(G®,s*(E)), D, ¢ € L*(G*,s*(E))}
(avec D, au sens des distributions).

Preuve. La Proposition 2 et argument de la Proposition 3.1 de [2] permettent
de supposer que ¢ € C*° N L? pour montrer qu’il existe une suite ¢, € C° avec
Cn — (, Dy ¢y — D, C. Avec les notations de la Proposition 2, il existe pour
tout ¢ € I une constante ¢ < oo telle que

1Dz 0 (i 0 5) (Il < e (ll(95 0 5) 0 Do S| + [ (165 0 ) €I

pour tout ¢ € L?(G*,s*(E)). Cela résulte de la théorie usuelle des opérateurs
elliptiques avec parametres. On peut ainsi supposer que ¢ est nul sur s~(£2;)¢ N
G® et comme les composantes connexes de s~1(€;) N G® sont relativement
compactes et D, local, le résultat est alors évident. Q.E.D.

Nous noterons encore D, 'opérateur fermé défini dans la Proposition 4. Si D*
désigne I'adjoint formel de D, la Proposition 4 montre que D} est I’adjoint de
D, pour tout z. Ainsi A, = (D* o D), est autoadjoint ; comme A, C D D,,
on voit que A, = D% D, = |D,|?.

Proposition 5. Soit g une structure riemannienne orientée sur F, de classe

C>0. Pour i = 0,1,...,p soit A; le G-opérateur laplacien sur les formes de

degréi:A;: E—E, E=MANT*F.

a) Toute forme harmonique (w € Ker A?) de carré intégrable sur G* est fermée
et cofermée.

b) La représentation de carré intégrable H® = Ker A; de G ne dépend pas du
choix de g.

¢) Pour x € V, on a H) = C si la feuille de z est compacte d’holonomie finie et
H? = {0} sinon.

Preuve. a) Soit a € C°(]A| F) la densité associée a g sur F. Pour tout x € V
munissons G* de la structure riemannienne relevée par s de celle de F. Soit
E le fibré vectoriel de classe C>0 sur V égal & AT*F; alors le relevé s*E
sur G* s’identifie & AT*G*. Avec v = s*a, soit T, Dopérateur fermeture de
d: CX(G*,s*E) — C°(G%,s*E) dans L?(G*,v*). On a Im T, C Ker T, donc
TrT,+T,T; est autoadjoint. Soient § ’adjoint formel de d et A le G-opérateur
différentiel d§ + &d ; comme il est elliptique, A, est autoadjoint dans L?(G*, %)
et coincide donc avec T T, + T, T, d’ou le résultat.

b) Pour € V et avec les notations évidentes, soit P, la restriction & HY =
Ker A; ;. de la projection orthogonale sur le sous-espace fermé H: de L*(G®, 1", s*(F)).
L’application identique de L?(G,v, s*(E)) dans L*(G,v', s*(E)) étant bornée,

72



P = (Py)sev est un opérateur d’entrelacement borné : P € Homg(H®, H').
Pourwe Hy ona Pow—w €ImT, et

P.Pyw—weImT, NKerA;, = {0}.

Ainsi P et inversible.

c) Si G* est compact, 'espace HY des fonctions harmoniques sur G* est égal a
C. Si G* n’est pas compact, il est de volume infini car toute feuille de F qui
est de volume fini est précompacte et donc compacte (étant automatiquement
compléte). L’assertion de a) montre que toute fonction harmonique de carré
intégrable sur G* est constante et donc nulle. Q.E.D.

Soit D un G-opérateur elliptique de F dans F' comme ci-dessus. Pour tout x € V,
A, = D} D,, soit W¥ l'espace hilbertien obtenu en complétant le domaine de
(14 A,)*/?™ pour la norme ¢ — ||(1+A,)%/?™(||. La représentation de G' dans
W, par translations & gauche est par construction équivalente & L?(G, v, s*(E)).

Le Corollaire 3 montre que tout opérateur P € P*(E, E) elliptique (s € N),
I’application identique définit un opérateur d’entrelacement borné inversible de
W dans le domaine de P muni de la norme ||| + || P ¢||. Il en résulte que tout
Q € P™(E, F) se prolonge pour tout s en un opérateur d’entrelacement borné
de Wst™(E) dans W*(F).

Proposition 6.

a) Soit Q &~ T x U un ouvert distingué; il existe ¢ > 0 tel qu’on ait pour tout
P ePIM(QEF): | Py yor < cSupl||Pylls,s

b) Soit A une mesure transverse localement finie de module § € C*° sur G
et soit ¢ le poids sur M = Enda(L?*(G,v,s*(E))) associé a4 §~1. Il existe
¢ < oo tel que tout T' € M qui se prolonge contintiment de W~*(E) & W*(E)
(s > p = dim F) soit dans le domaine de ¢, avec |o(T)| < c||T||w-=w--

Preuve. a) On doit évaluer la norme de (14 A)*/2™ P(1+ A)~*/2™: on rem-
place alors (14 A)*/?™ et (14 A)~3/?™ par des opérateurs pseudodifférentiels

A supports suffisamment voisins de G(©) et on utilise la démonstration de la
Proposition VIL.7.b).

b) Il existe S € M tel que T = (1+A)~3/2™ S(1+A)~%/2™ avec ||S|| = ||T||—s.s-
1l suffit donc de montrer que (1 4+ A)~*/™ € Domaine (¢). Soit (Corollaire 3)
P un G-opérateur pseudodifférentiel d’ordre —s avec (1 + A)~=s/™ < P*P_ 1l
suffit de montrer que (P*P) < 00, ce qui résulte de la Proposition 1.d) et du
Corollaire VI.16. Q.E.D.

Développement asymptotique de ¢ (e~*2)

Soient A une mesure transverse localement finie de module § € C® sur G
et D un G-opérateur différentiel elliptique d’ordre m de E dans F, avec A =
D*D. L’opérateur s(A) sur la variété feuille F est égal a s(D)*s(D) avec s(D)
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elliptique. La théorie classique donne donc, par un calcul local sur F, une suite
de mesures de Radon (v )g=—p,... sur F que nous considérerons (Lemme VIL.11)
comme des fonctions transverses sur G.

Théoréme 7. Soit ¢ le poids sur M = Ends (L%(G, s*(E))) associé a § 1. Pour
t>0ona (e ) < oo et le développement asymptotique

—tA Z tk/QmA Vk

k>—p

Preuve. La Proposition 6.b) montre que e~** € Domaine (¢) pour tout ¢ > 0.

Le Corollaire VI.15 montre que, si T € Enda(L?(G), s*(E)) est dans le domaine
de ¢, on a p(T) = A(vr), ou vp désigne la fonction transverse telle que v
soit la trace locale de T}, sur G®. Soit k € N et cherchons & estimer ¢ (e7*2) &
0(t*) pres. Soient s > p et (¢q) une partition de I'unité de classe C°0 dans V'
subordonnée a un recouvrement formé d’ouverts distingués Q ~ 7T x U.

Pour tout 2 on construit comme dans la théorie classique [18] une famille ana-
lytique D} € P, 2™(Q, E, F) indexée par A € C\R%, telle que, en désignant
encore par A la restriction de A aux T x {u}, u € U, on ait :

IDX(A =) = all-ss < ca(l+ )"

Soit alors D5! le relevé de DY en un G-opérateur Dt € P~2™(E, E). La Pro-
position 6.a) montre donc que

IDS(A = X) = pg 0 8]|—s,s < co(L+[A) 7

Avec Dy =Y D!, on a donc une inégalité de la forme
Q

IDA(A =) —idg|—s,s < co(1+[A) 7

Fixons le contour C autour de R dans C avec distance (C,R7%) > 1. On a alors,
pour A€Cett<1

IDxse = (A = A/8)"H|—sis < co(L+[A/E)

_ 1 _ ke
le™*2 = B(t)l|-s,s < g/cle A+ /) TE dA

ou

dx
—At _ -
E(t) = 45— / DyeMdh= o /D)\/t et =

par analyticité de la famille D. Ainsi :

B —e 2 /Ie’AI t+[A)TE A

—55_2
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reste borné quand ¢ — 0. La Proposition 6.b) montre donc que

ple™) = @(B(t) = 0(t").

On a alors
P(E) =Y ¢ (E)
Q
ou )
EQ ) = — — At D/Q .
B =557 J¢ DyaA

Il suffit donc de savoir que le développement asymptotique de la trace locale
de E®(t), considérée comme une mesure de Radon sur F, est de la forme
S th/2m g vy, ce qui résulte de la construction de DS} (cf. [18], p. 62). Q.E.D.

Le cas unimodulaire

Soit A une mesure transverse, de module 1, localement finie sur G. Soient D
un G-opérateur elliptique de degré m de E dans F et A = D*D comme ci-
dessus. La Proposition 6.b) montre que I'injection canonique de W dans W,
lorsque s > s’, est un opérateur A-compact, et donc que tout opérateur P €
PF(E,F), k < 0, se prolonge en un opérateur A-compact de L?(G, s*(E)) dans
L?(G, s*(F)). La Proposition 2 montre donc que, pour tout s, D définit un A-
opérateur & indice de W5t™(E) dans W*(F'). De plus, comme Ker D ne change
pas quand on varie s, I'indice de D : W*t™(E) — W*(F) est indépendant de
s et égal & Dimp(Ker D) — Dimp (Ker D*). La Proposition VI.21 montre que
Inda (D) ne dépend que de la classe de K-théorie du symbole principal o, (D).

Corollaire 8. Avec les notations du Théoréme 7, on a

Inda (D) = A(vo(D*D) — vy(DD*)).

Preuve. Soit D = U |D| la décomposition polaire de 1'opérateur non borné D
affilié & Homy (L?(G, s*(E)), L*(G, s*(F))). Pour tout borélien de |0, +oo[, U
est une équivalence entre les projecteurs spectraux correspondants de D*D et
DD*. On a donc pour t > 0 : Indy (D) = Tracep (e *P"P) — Tracey (e PP ;
on applique alors le Théoreme 7. Q.E.D.

Appliquons ce résultat a l'opérateur elliptique d 4+ § associé a une structure
riemannienne g sur F, avec E = >, A2 T*F et F = Y, AYTT*F. Le calcul
de la page 139 de [3] montre que, dans ce cas, vo(D*D) — vo(DD*) est, en
supposant pour simplifier F orienté, la forme différentielle e = Pf(K/27) o,
avec les notations de la page 311 de [24], K désigne la courbure de la connexion
riemannienne de la variété (F,g). Pour évaluer A(e) en fonction de la classe
d’homologie [C] du courant de Ruelle et Sullivan associé & A, nous supposerons
pour simplifier que F est transversalement C'*°.
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Corollaire 9. Soient C le courant de Ruelle et Sullivan associé & A (cf. numéro
VII), [C] € Hy(V,R) sa classe d’homologie, et e(F) € HP(V,R) la classe d’Euler
([24], p. 98) du fibré T'F sur la variété V. Pour tout i = 0,1, ..., p, la dimension
B; de I'espace A-aléatoire H? des formes harmoniques de degré i est indépendante
du choix de g et

Preuve. La Proposition 5 montre que 3; ne dépend pas du choix de g. Soit
e1 = Pf(K1/2m), on K; désigne la courbure d’une connexion sur le fibré TF
sur V' compatible avec sa métrique. Rappelons que T'F est supposé orienté. On a
alors ([24], p. 311) e; € classe d’Euler de T'F. La restriction & F de la connexion
ci-dessus est compatible avec la métrique de T'F; on en déduit donc que la
restriction de e; & F differe de e par le bord d’une forme w € C®°(AP~LTF).
Ainsi Inda(d + 9) = ([C], e1). Q.E.D.

Corollaire 10. Supposons p = 2. Si ’ensemble des feuilles compactes d’holo-
nomie finie de F est A-négligeable, I'intégrale selon A de la courbure gaussienne
intrinseque des feuilles est < 0, i.e. ([C],e(F)) < 0.

Preuve. La Proposition 5.c) montre que Gy = 0 et 'opération * définissant une
équivalence de H sur H? on a 2 = 0, d’ott le résultat car 5, > 0. Q.E.D.

Passons maintenant au calcul de Inda (D), out D désigne un G-opérateur ellip-
tique de F dans F'. On suppose F orienté (tangentiellement) et on note S (resp.
B) le fibré de base V formé des éléments de longueur un dans T'F (resp. de lon-
gueur inférieure ou égale & un), relativement & une structure euclidienne sur TF
qui l'identifie a T*F. Soit o le symbole principal de D, c’est un isomorphisme
de g« (FE) sur IIg«(F) (ou IT désigne la projection TF — V), et il définit
donc comme dans [26] II § 3 un élément de K (B, S) que le caractere de Chern
transforme en un élément de H*(B, S, Q) (cf. [26], p. 15). Utilisant I'isomor-
phisme de Thom, on obtient (cf. [24] Théoréme 9.1) une classe de cohomologie
a coefficients rationnels ch(D) € H*(V,Q), ch D = (=1)PP+1)/24)=1(ch o) (o
v H*(V,Q) — H*(B, S, Q) est Iisomorphisme de Thom).

Soit Td(V) la classe de Todd du fibré TV ® C complexifié du fibré tangent &
V,on a Td(V) € H*(V,Q). Si J désigne 'idéal de définition du feuilletage F,
i.e. 'idéal des formes différentielles sur V' dont la restriction a F est nulle, on
aw € J = dw e J. Soit J € H*(V,R) I'idéal des classes de formes fermées
weJ.
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Lemme 11.

a) Soit C' le courant de Ruelle et Sullivan et soit [C] € H,(V,R) le cycle associé,
onawl[C]=0,VweJ.
b) Soit Td (T'F ® C) la classe de Todd du fibré complexifié du fibré tangent a
F,ona
Td(V) - Td(IF 2 C) e J.

Preuve. a) Soit w € J, comme C' est fermé, pour évaluer w[C] il suffit d’évaluer
(w1,C) ot wy € J. Par hypotheése la restriction de wy & F est nulle, d’ou
{w1,C) =0 (Proposition 7.1.3).

b) Soit 7 le fibré transverse & F,ona TF®T =TV, d’ou Td(TFRC) Td (T ®
C) = Td (V). Il suffit donc de montrer que Td(7 ® C) € 1+ J. Or le fibré
transverse est muni grace a la différentielle de ’holonomie d’une connexion
V dont la restriction a F est plate. En munissant 7 ® C de la connexion
Ve et en désignant par K la matrice de courbure correspondante, on a w =

det (H%) € Td (7T ® C) et la restriction de w & F est égale & 1 par construc-
tion. Q.E.D.

Théoréme 12. On a Indy(D) = ch DTAVI[C] o C désigne le courant de
Ruelle et Sullivan associé a A.

(Remarquons que ch D et TdV n’interviennent dans cette égalité que modulo
J, en particulier on peut remplacer TdV par Td (TF ® C).)

Preuve. Vérifions d’abord a I’aide du Corollaire 8 la formule ci-dessus pour
lopérateur de signature a coefficients dans un fibré auxiliaire. On suppose F
orienté de dimension paire p = 2¢, soit ¢ un fibré de base V', hermitien et muni
d’une connexion compatible V.. Notons ¢’ (resp. V) la restriction de ¢ & F
(resp. de V¢ a F). Soit g une structure euclidienne sur le fibré tangent a F. La
variété feuille F est munie par g d’une structure riemannienne ¢, soit alors A¢s
Popérateur de signature généralisée sur F & coefficients dans le fibré ¢’ (cf. [3]
p- 109). Soit A le G-opérateur différentiel elliptique correspondant, la fonction
transverse vg(A*A) — vo(AA*) est donnée par une forme différentielle w(g’, ¢’)
de degré p = 2¢ sur la variété feuille, qui d’apres [3] p. 309-311 est égale &

w(g, ()= D ()27 Ly(g)

2k+4s=2¢

o, si K’ désigne la matrice de courbure de V¢ sur F et R’ celle de la connexion
riemannienne de ¢’ sur TF ® C, on a :

K/k
chy(¢) = (2mi)~* Trace o
Li=pl, Ly=—(Tph—p)s... (cL. [3)
R 45 ’
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ol ' _
Py = (2mi)~* Trace (A¥ R').

Définissons des formes fermées chy(() et Ls(g) sur V en remplacant dans les
formules ci-dessus, K’ par la matrice de courbure K de V¢ et R’ par la ma-
trice de courbure R d’une connexion V, sur le fibré TF @ C compatible avec
sa structure hermitienne. On a alors A(vg(A*A) — p(AA*)) = (w(g,(),C) ou
w(g,¢) = Y chip(¢)272% Ly(g). En effet la restriction de w(g,¢) a F differe
de w(g’,¢’) par un bord, di & la distinction entre la restriction de V, & F
et la connexion riemannienne. Soit £(F) = 5272 L,(g) € H*(V,Q), on a :
Indp (A¢) = 2¢ch ¢ L(F)[C]. Les calculs de [26] p. 46 et p. 225 montrent que

ch (A¢) Td(TF ® C) = 2 ch ¢ L(F)
dans H*(V, Q). On a donc vérifié I’égalité du théoréme pour les opérateurs de

la forme Ac.

Or le raisonnement de [26] p. 224-225 et I'invariance de Inda (D) par homotopie
du symbole principal montrent ’égalité en général, si p est pair. Si p est impair
on remplace (V,F) par (V x S*, F x S!) et on utilise le raisonnement de [26].
Q.E.D.
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10 Remarques

1. L’extension de C*(V, F) associée aux opérateurs pseudodifférentiels

Supposons V' compacte. Considérons 'algebre P° des G-opérateurs pseudo-
différentiels scalaires d’ordre < 0. Tout P € PY définit un élément de Endg(L2
(G*,v%)) en prolongeant P & L?(G®,v*) pour tout x. Soit alors £ la C*-algébre

obtenue en complétant P° pour la norme Sup || P*||.
zeV

Par construction, la C*-algebre C*(V,F) se plonge isométriquement dans & ;
comme C29(V, F) est un idéal bilatere de P°, on voit que sa fermeture C*(V, F)
est un idéal bilatere de £. Soit S l'espace compact des demi-droites de T*(F);
’homomorphisme o de P° dans C(S) se prolonge en un homomorphisme, noté
encore o, de & sur C(S). En effet, pour tout (z,() € T*(F) et p € CO(V),
dro(x)=¢, PP ona:

op(z,¢) a(z) = Lim e " P (% a) (),

ce qui montre que ||op|| < ||P||. La surjectivité de o résulte facilement de la
Proposition 1.6 de [1].

On a o(P) = 0 pour tout P € C*(V, F) car C>>9(G) est dense dans C*(V, F).
Pour montrer que le noyau de o est C*(V, F), il suffit de vérifier que, si P € PP et
llo(P)|| < e,le spectre de P dans £/C*(V, F) est contenu dans {z € C, |z| < e}.
Or pour tout A € C avec || > ¢, Popérateur P — X € P est elliptique et donc
inversible modulo C2*0(G).

On a donc une extension de C*(V, F)
0—-C*(V,F)—=E—C(S)—0

qui est une suite exacte de C*-algebres séparables. La K-théorie algébrique

nous donne donc un homomorphisme canonique 8 de K'(S) = K;(C(S)) dans

KO(V,F) = Ko(C*(V, F)).

Soit alors A un G-opérateur elliptique (scalaire pour simplifier), pseudodifférentiel
d’ordre 0. Par construction A € £ est inversible modulo C*(V, F) et on peut

définir Vindice analytique Ind A comme 1’élément de Ky (V,F) associé a o(A)

par 0.

Les calculs du numéro VIII portent sur la détermination de
Dimp o Ind(A) = Indx(A4),

toute mesure transverse localement finie de module 1 déterminant un homomor-
phisme Dimy de K°(V,F) dans R grace a la Proposition VIL.4. Cet homomor-
phisme existe car tout projecteur e € C*(V, F) est dans le domaine de ¢ quand
© est une trace semi-finie puisqu’il est limite en norme d’éléments du domaine.
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2. La classe de Lebesgue pour un feuilletage transversalement C*

Soit 7 le fibré transverse au feuilletage F, 7, = T,.(V) /T (F) ; pour tout v € G,
v:ix —y,soit J(vy) : T, — 7, la différentielle de I'holonomie. La représentation
J de G dans 7T joue le role du fibré tangent au “quotient V/F”.

Appelons densité transversale toute section p du fibré |A| 7 des densités d’ordre
1 sur 7. Soit alors a une densité d’ordre 1 sur F ; la décomposition 0 — T, (F) —
T.(V) — T, — 0 de T, (V) définit une densité o ® p d’ordre 1 sur V.

Prop051t10n Smt p une densité transversale continue strictement positive.
L’égalité A(s*a) = [ pa détermine une unique mesure transverse A sur G de
module ¢ ot py (J(7) v) = 6(7) pz(v) pour tout v € A? 7.

La preuve n’offre pas de difficulté si on utilise la Proposition VII.12. La classe
de A ne dépend pas du choix de p, et pour qu'un sous-ensemble mesurable
saturé (i.e. réunion de feuilles de F) de V soit A-négligeable, il faut et il suffit
qu’il soit Lebesgue-négligeable dans V. (Si p est C° tangentiellement, on a
Log(d(v)) = fvw ot w = Dp/p est la dérivée logarithmique de p relative a la
connexion naturelle de 7 sur F; en particulier, si F est donné par g formes
différentielles w; sur V, dw; = Y60 Awj, si p = w1 A ... Awgyl, alors w est la
restriction de Y 6! & F.)

En théorie classique de l'intégration, un cas particulier important est celui de la
mesure de Lebesgue sur une variété C'°°. Dans ce cas, les mesures absolument
continues correspondent exactement (lorsqu’on a choisi une orientation) aux
formes positives a coefficients mesurables, de degré égal & la dimension. La
situation est exactement analogue en intégration non commutative.

Soit en effet H une représentation de carré intégrable de G ; I’algebre de von Neu-
mann End (H) construite au numéro V ne dépendant que de la classe de A, on
voit donc, en prenant la classe de Lebesgue, qu’elle est canoniquement associée
a H.

Définition. L’algébre de von Neumann du feuilletage est Endy (L?(G)) ou L%(G)
désigne la représentation réguliere gauche de G dans (L?(G®)).ev, ce dernier
étant ’espace hilbertien canonique des densités d’ordre % de carré sommable
sur G”.

Les résultats du numéro VI donnent alors une description de I'espace des poids

de Enda(L?(G)) comme formes différentielles a coefficients opérateurs. Nous
renvoyons & [10] pour une description de cette traduction des résultats de VI.
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