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CARACTERISATION
DES ESPACES VECTORIELS ORDONNES
SOUS-JACENTS AUX ALGEBRES
DE VON NEUMANN

par Alain CONNES

Soit M une algébre de von Neumann (rappelons que M
est en particulier une algébre involutive), ’espace vectoriel M,
muni de I'ordre correspondant au cone Mi = {y*y, y € M}
est I’espace vectoriel ordonné sous-jacent & M.

Le but de cet article est de caractériser la classe d’espaces
vectoriels ordonnés ainsi obtenue. L’un des outils essentiels
de cette caractérisation est la théorie de Tomita-Takesaki [10].

Dans [1] et [3], H. Araki et ’auteur ont associé indépen-
damment a tout vecteur totalisateur et séparateur &, pour
Palgébre de von Neumann M dans # le cone

25 = (AVMLE, ),

ou A; désigne Iopérateur modulaire ([10]) du triplet #,
M, &. De plus quand M est un facteur le double cdne

.@’g v — gg coincide avec I’ensemble des vecteurs (M, Jg)
positifs au sens de Woronowicz [11]. Le résultat principal

obtenu ci-dessous est la caractérisation des cones £g par
trois propriétés géométriques: autopolarité, homogénéité,
orientabilité. Un coéne #* dans # est autopolaire quand
H+={Ees#, <E, n)>0Vnest}. Un cone autopolaire #*
est orientable quand le quotient par son centre de ’algebre
de Lie involutive du groupe des transformations linéaires du
cone est une algébre de Lie involutive complexe.
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Un céne autopolaire #* est homogéne quand pour toute
face F de s+ lopérateur Py — Pr appartient & I’algebre
de Lie du cone, ou Py désigne le projecteur orthogonal sur
le sous-espace engendré par F et F! la face orthogonale
a F.

Dans la premiére section nous caractérisons les formes her-
mitiennes positives non dégénérées s(x, y) = (A n (x)&,,

mo(y )£?> (ou .¢ est un état normal fidéle sur M) par la
propriété d’autopolarité: s définit un isomorphisme de M4+
sur une face de M$, propriété qui ne met en jeu que I’espace
ordonné sous-jacent a

Dans la deuxiéme section nous comparons les complétions
{M+}; de M: relatives aux diverses formes autopolaires s
sur M et montrons l'unicité du cone {M;}; obtenu et

Pégalité {M.}; = 3’??. La notion de déphasage spatial
(élément de M’ associé a tout couple &;, &, de vecteurs tota-
lisateurs et séparateurs pour M dans #) conduit aux résultats

que nous avons annoncés dans [3]. En particulier pour (s,
M, &,) donné, tout état normal ¢ sur M s’écerit ¢ = o

pour un umque £ e gag
Dans la troisiéme section nous montrons le principal résultat

annoncé dans [3]: quand M est un facteur, 9& détermine
le couple (M, M’). Puis nous explicitons le groupe des trans-

formations linéaires de ﬂa (une telle transformation est

nécessairement continue car .@g est faiblement complet),
ainsi que son algébre de Lie: au centre prés c’est 'algébre de
Lie des dérivations de M, ce qui détermine une orientation Iy

f

de 2: associée & M.

Dans la quatriéme section nous montrons que g’Eo est
homogene en mettant les faces fermées en b1]ect10n avec les
projecteurs de M. Puis nous déterminons les orientations

possibles de #8: quand M est un facteur et M % G il
y en a deux: Iy et Iy = — Iy, quand M est abélienne
il n’y en a qu’une. ’

Enfin dans la cinquiéme section nous associons une algébre
de von Neumann 4 tout cone autopolaire homogéne orienté #+.
Quand #+ est de genre dénombrable (cf. définition 5.8
ci-dessous) elle admet un vecteur totalisateur séparateur &,
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tel que #+ = 5‘2. Cela achéve d’établir I'isomorphisme de
la catégorie des algébres de von Neumann avec celle des cones
autopolaires homogénes orientés et conduit & une caracté-
risation des algébres de von Neumann comme espaces vecto-
riels ordonnés (Pb posé dans [8]).

1. Formes autopolaires sur I’espace vectoriel ordonné associé
a une algébre de von Neumann.

Soit E, E+ un espace vectoriel complexe ordonné (i.e. E+
est un cone convexe dans E). On suppose que E+ est
saillant et que E+ — E+ + E+ — E+ = E.

Pour &, £, €E, & — £, € E* on écrit &, < E;; et pour
toute famille (£,)qe1 d’éléments de E, on note V &, (resp. A&y)
le plus petit majorant (resp. plus grand minorant), s’il existe,
de la famille (£,)qe1. L’élément & est une umté d’ordre
quand V9 > 0, 3n > 0 tel que n < n&. Soit E* le dual
algébrique de E; on notera E} le cone des formes linéaires
positives sur E+.

Soient E, E+ un espace vectoriel ordonné complexe, s
une forme sesquilinéaire sur E; nous notons s* I’application
de E dans E* qui, & £ € E associe sf, défini par

() =s(€,8), VEeE

DériniTion 1.1. — On appelle forme autopolaire sur Uespace
vectoriel ordonné complexe E, E+ toute forme hermitienne
positive non dégénérée s telle que U'image de E+ par s*
soit une face de E¥.

On note alors s, V'espace de Hilbert complété de E, =,
I'injection canonique de E dans -, et 7 la fermeture
de 7,(E+).

Prorosition 1.2. — Sotent E, s, v,, #;7 comme ci-dessus.
a) E,nedy ==& ) > 0.

b) 0 < & < n==[&] < [n].

c) n(E*) est une face de #}.

d) 9(z) > 0 <=2 >0, Vze E.
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e) Pour tout z € E*+ la forme linéaire s est normale au
sens suivant: pour toute famille filtrante décroissante (Yq)ser
d’éléments de Et, telle que Ay, =0, ona s7(y,) - 0 selon I

f) St zeE+t est une unité d'ordre, la forme linéaire sz

est fidéle:

Démonstration. — Pour z,y € Et ona s(z,y) = sf(z) > 0,
les assertions a) et b) en résultent facilement.

Soient z € E+ et £ e #; tels que & < n,(z). Pour tout
yeE posons {(y) = <n(y), &. On a ¢eE} ¢ <s3
donc il existe un X € E+ tel que s = ¢. Ainsi 7(X) =&
d’ou ¢).

Soit ze€ E tel que %(z) > 0. Comme E* engendre E
il existe des z;€ E+, =1, 2, 3, 4, tels que

=z — 2 + t(xg — ),
de plus =7, étant injective ona z3 — 2, =0. On a
ns(x) < ”1:(331)

donc d’aprés (¢) il existe X e Et+ tel que w,(z) = 7(X)
dou z=X > 0.

Montrons e). Le convexe [0, n,(y)] est faiblement compact
d’aprés (b), pour tout y e E+. On peut donc supposer que
s(¢a) converge faiblement vers un £ > 0 quand o« — oo.
Soit [voir ¢)] X e E+ tel que %,(X)=2%; d’aprés d) on a
X < y, pour tout «, donc X =0 et & =0.

L’assertion f) est immédiate.

TuktorkMmeE 1.3. — Soient M, M+ [Uespace vectoriel ordonné
associé a une algébre de von Neumann M et 1 lunité de M.

Pour toute forme linéaire positive normale fidéle o sur M,
il existe une forme autopolaire unique s telle que s} = o.

Remarque 1.4. — L’élément 1 de M* est une unité d’ordre
(Vz = 0, 3n tel que z < nl); le théoréme 1.3 reste valable
pour toute unité d’ordre h de M., car lapplication
x — h~Y2gh-'2 est de maniére évidente un automorphisme
d’ordre de (M, M), remplagant h par 1.

Nous employons les notations usuelles de la théorie de
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Tomlta Takesaki. A ¢ correspondent #,, mg, &, Ag, Jo, S?,
D% (cf. [10]).

LemMme 1.5. — Soit ¢ wune forme linéaire positive normale
fidéle sur Ualgébre de von Neumann M; alors la forme sesqui-
linéaire s vérifiant

(1) 5(z, y) = {AF*me(z)8y  o(y)Esd

est une forme autopolaire sur M telle que s} = o.

Démonstration. — 11 est clair que s est hermitienne, posi-
tive et non dégénérée car A, est positif et non singulier. Soit /
Papplication de =y (M), sur la face de ¢ dans M;}, qui a
y € mg(M),. associe la forme linéaire z — (my(z )E?, YEg>-
Comme J?n9(M)+J = my(M),, on voit que I'application qui
a x>0 associe [(Jomy(2)J;) est un isomorphisme de M.
sur la face de ¢ dans M%. On vérifie que cette application
n’est autre que s* grice a I'égalité:

(mo(2)Ee,  Jomo(®)Jole) = (A mo(2)Es, To()Ee)

pour tout z, z€ Ms+.

Rappelons qu’un isomorphisme de Jordan « de I’algébre M,
sur I'algébre M, est une bijection linéaire de M; sur M,
avec a(ry + yz) = «(z)a(y) + a(y)x(x) pour tous =z, y € M.
Rappelons un lemme connu [7]. ‘

Lemme 1.6. — Soient M, et M, des algébres de von
Neumann, « une bijection linéaire de M, sur M, telle que
a(My) =My et «(1) =1; alors « est un isomorphisme de
Jordan de M, sur M,.

Dans la suite de la démonstration du théoréme 1.3, nous
désignons par s une forme autopolaire sur M, par ¢ la
forme linéaire positive normale fidéle ¢ = s7 et par ¢t la
forme autopolaire associée & ¢ par (1).

Lemme 1.7. — Il existe un automorphisme de Jordan «
de M tel que
(2) s(e, y) = t(z, «(y))

pour tous z, y € M.
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Démonstration. — En effet I'application (t*)-1s* de M.
dans M: a un sens car s*(M;) = Face de ¢ dans
M = t*(M.).

On applique alors le lemme 1.6 en utilisant I’égalité sf = #.

Lemme 1.8. — Il existe un unitaire U e £(D%) tel que
3) sz, y) = <Ayz“?( )E?a U”9(y)gq>> Vz, y € M.
Démonstration. — 11 faut prouver que I'application

7‘9(?/)5? g 7‘?(“( ))59

de n (M), dans =, (M)E; est isométrique pour la norme du
domaine D% de S;. II suffit donc de montrer que pour tout
xeM avec z=z* on a

Imo(a(z))Eslly = Ime(@)Ecl,, L. [mg(a(@))Eel = [ mo()Eql
On a
g ((@))Egll? = (Egy mol@(@))2EeD> = (B, my(w(a2))Eg
= s(1, 2%) = s(a?, 1) = o(2®) = | me(2)El%.
Lemme 1.9. — Soit P, la restriction & D¥ de Popérateur

AFE(1 4 Ag)t. Alors P? et P,U sont des opérateurs positifs
de D% dans D%, et U=1.

Démonstration. — Comme 0 < #(1 4 ) < 1/2 pour
t > 0, P, a un sens; de plus pour £ e Df on a

<P<;JE, g># = <PcpE, E> + <A§7/2Pq)£, Ail?l2£> >0
Pour &; et & dans D? on a <P<p51, £2># = <A¥251, 2.

Ainsi pour €M on a
(APPmg(1)Eg, Ung(2)Eo) = (mo(w)Eq, PoUmg(x)Ee)

et comme le premier membre de cette égalité est positif, on a
montré que P,U qui est un opérateur borné, est positif de
D% dans D3.

L’unicité de la décomposition polaire, dans I’espace D¥%,
montre que U =1 et achéve la démonstration du théo-
réme 1.3 en utilisant I’égalité (3).
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Remarque 1.10. — Soient s une forme autopolaire sur
Palgébre de von Neumann M, A une bijection linéaire de M
sur M telle que A(M:) = M;; alors la forme

(z, y) - s(Az, Ay)

est autopolaire. Nous étudierons en 2.8 une réciproque de
ce fait.

2. Comparaison des formes autopolaires
sur Pespace vectoriel ordonné associé a une algébre
de von Neumann.

TatorimE 2.1. — Soient s, et s, deux formes autopolaires
sur Ualgébre de von Neumann M; #,, HE; H,, HT les
espaces de Hilbert ordonnés associés.

Il existe une tsométrie U de #, sur #, telle que

Us#s = #%.

La démonstration utilise plusieurs lemmes qui ont leur
intérét propre.

LemMmE 2.2. — Sotent M une algébre de von Neumann dans
Vespace #, &, et E, des vecteurs totalisateurs et séparateurs
pour M, #, un espace de Hilbert de dimension 4, de base e
i, =1, 2, F le facteur engendré dans #, par les e;,
e = Sy, T’ le facteur engendré par les f;; ou

ﬁjskl = Sliekj'

Sotent A = H @ K4, M =& e+ 8 @ep, P=MF
et U; Uisométrie de # dans A telle que U; & =& @ ¢,
VEes#,1,]=1, 2.

Le vecteur v, est totalisateur et séparateur pour P dans o
et Uinvolution S, associée a P et my vérifie:

(4) Sn, = UnSE,U;l + Uz1SE,, E,Uiz + Ulst, gi,U’él + Uzst,U;Z

ou Sg g, désigne la fermeture de Uopérateur défint sur ME,
par Dégalité :

(5) St ¢, 8y = 2*E;  pour tout x € M.
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Démonstration. — Soient z;€e M; 1,] = 1,2, v =3z; ® e;.

On a
TN = Tpp&y @ €31 + Tioke @ €12 + To18y @ €1 + T2l @ €y

ainsi n, est totalisateur et séparateur pour P dans .

Soit a € D%, « = Za; ® ey Soit  (X,) une suite d’élé-
ments de P tels que Lim X,n, =a et Lim X9, = S,a.
Posons

Xn=_an®ell+ b, ® e + ¢, @ ey + d, @ egs.
On a alors Xi= a1 @ ey + ¢t @ ey + b7 @ € + dn @ g

et les égalités :
Lim a,&; = a5, Lim b8, = a5, Lim ¢,&; = ayy, Lim d,&; = o5,
et
Lim ap8; = (Sy)1, Lim b7&; = (Spa)e;, Lim i€y = (S,a)y0,
Lim d;8; = (S,2):s d’ou Pinclusion

Sy, © UpaSgUss 4 Uy Se, £, UTe + UseSy, £, Uz 4 UseSe,Us,

L’inclusion inverse est immédiate.

Lemme 2.3. — Avec les notations du lemme 2.2, soit
St b = Je, 6ALT,
la décomposition polaire de Sg . On a alors

(6) Jm = UuJE,UIl + U21JE,. £, 12+ UlzJEg, & 2t U22J51U;2
(7) A, = UuAE.Ufl + UzlAE,. s,U§1 + UleE., E;Ufz
+ UzzAE,U;Z

Démonstration. — Par construction, le second membre de (6)
est une 1sométrie de o sur A et le second membre de (7)
un opérateur positif auto adjoint dans o. Il suffit donc de
vérifier I'égalité S, = J,A3? ce qui est immédiat.

LemME 2.4. — Avec les notations des lemmes 2.2 et 2.3, il
existe une unitaire unique ¢ € M’ tel que

(8) Jm(i ® ezl)Jm =¢® flz
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et on a:
9) oot = 0Jes Jet = Jeo*s Jg, = 0T
Démonstration. — On a J; =1 donc
Je e de e = Jg ede e =1
Pour §;eo#,1,j=1,2 ona:
Tl ® €11)J0 (B8 @ &) = &1 ® en + (I, 1.0k, £801) @ ean- ‘
De méme J,(1 ® e5)Jy, =1 ® fo.. Comme o ‘
Jo1 ® ey)dy, e M ® F

il existe un unitaire ¢ € M’ tel que J, (1 ® e5)Jy, = ¢ ® fra-
On obtient . .

J'flo(l ® 321)(5 ® s11) = Jm(‘g ® s21) = JE,, E,E» ® &2
J,,D(l ® ezl)Jme(a ® s11) = ("’ ® f12)JE,E ® e = VJE,E ® ?12

pour tout £ € #. De méme,

JE;E & €99 = Jno(a ® 522) = Jm(i ® eZl)J'I]oJ"lo<E ® s12)
= (V ® f12) JEY*E ® &g = "JE."*‘E ® €29

d’ott les égalités (9). L’unitaire unique ¢ défini dans
le lemme 2.4 sera noté Oy(£,, £,) (déphasage spatial de &,
par rapport & ;). On montre facilement que pour tout triplet
€1, &, & de vecteurs totalisateurs et séparateurs pour M

dans # on a e(gsa E-vl) = 0(2-'3’ E-'2)0(E2’ El)

LemMme 2.5. — Sotent #, M, &, et &, comme dans le lemme
2.2, u un unitaire de M’.

a) On a O(uks, &) = u(Es, &). o |
b) Si 0(&,, &) =1, posons J = J; = J;, (9) et = Ja*J
pour tout z €M alors (10) (x&*&,, £, > 0 pour tout z € M.

Démonstration. — a) On a Sy, g, = uSy ¢, Jur, 5, = ule, ¢,
d’ou a) en utilisant (9). ' '

b) Montrons (10) c’est-a-dire montrons que pour tout
zeM on a (28, Jz*E,> > 0. On a Ja*%, = Jp S, ok,
donc l'inégalité cherchée résulte de la pos1t1v1te de I’ operateur

AR,
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DeériniTioN 2.6. — Soient M une algébre de von Neumann
dans #, E, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
Jg‘ Uinvolution isométrique correspondante, et pour tout x € M,
& = Jpa*Je,.

On pose 9’? = {x&*E,, v M}~ et g’a est appelé cone
autopolaire associé @ M et &, (cf. Thm. 2.7).

Le théoréme 2.1 est une conséquence immédiate du théoréme
suivant :

TutorkME 2.7. — Soient M une algébre de von Neumann

- dans o, £, wun vecteur totalisateur et séparateur pour M,

J=1J et g’a comme dans la définition 2.6, ¢ = wy, et s
la forme autopolaire associée & ¢ par (1).

a) Soit .‘?g#. = {M+£o}‘ ([107), alors
{Alldgpgo}_ - {A1’4M+Eo}‘.

b) L’applicatwn qui ¢ =, x), xeM, associe
prolonge en une isométrie V de #, sur H# telle que

1/4xio se

Vot = 23
f

¢) Pg est un cone convexe fermé autopolaire; autrement dit
(&, 1> > 0 Vq € 28) <= (£ e 2]).
~d) Soit € QE un vecteur totalisateur et séparateur pour
M, alors 6(E;, &) = 1.

e) Soit E; un vecteur totalisateur et séparateur pour M tel
que 0(;, &) =1; alors &, € 9”?0, P, = gag,

f) Soit @, une forme linéaire positive normale fidéle sur M;

b

il existe un vecteur totalisateur et séparateur &, € P; unique
tel que g = o,.

Démonstration. — a) La restriction de Af* & Despace
vectoriel réel des £ e DE, Sy = £ est continue.
L’assertion a) résultera donc de I’égalité

I4M+Eo}— = g’E,

- Rappelons que & = MEO est muni d’une structure d’algébre
hilbertienne a gauche ([10]) telle que x&,y&, = xy&, pour
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z,yeM, et (z£,)* = z*{, pour € M. Soit # wune algébre
hilbertienne modulaire contenue dans &, équivalente & o
au sens de [10]; # est stable par Af, z€ G et pour &, &,,
A E E, = AFE ARE,. Le théoreme de densité de Kaplansky
montre que ’ensemble des yg*&,, y&, € # est dense dans .?g,

et que I'ensemble des z*x&,, 28, € # est dense dans M,&,.
Si y&, = A¥'z*E, on a:

yy*é, = yJyk, = (Af'z *&o)(AI"xEo) = AVg*at,
d’ou a).
b) On a
@), mly)> = <AMay, AVYEY,

donc b) résulte de I'assertion a).

c) Soit 92" le polaire de g’g dans .
On a pour te R Dégalité

Af2] = 27,

donc Agg’g" = P et (ff(t)A%'o dt)(g’gf < .@E" pour toute
feLAR), > 0.

Ainsi intersection de Q’EP avec le domaine de A est

Bo

dense dans 2;°, quel que soit ze C. Pour
7 € 2% N Don(AFM)

et Le2f ona (Apty, ALE) = (n, ALYE) > 0.
Comme AP*2E = #E° ([10])ona Af*ne P et ne g?..

d) On a E,leg?’E, donc <&, xJrx,> > 0 pour tout
zeM. Ainsi: (S €y, JezEy> = 0 pour tout xe€M done
{JeSe, emy 1> = 0 pour tout 7 € Don(Sy, z,).

Le lemme 2.2 montre que ’adjoint de S, ¢ est la fermeture
de Popérateur de domaine M'E, qui & y& ye M associe
y*E,. Pour ye M’ ona

Y*8i, Jeylo> = <&, (JeyJe)Je,(JeyJe)Eed > 0

donc on a {(JgS; &)*n, m> = 0 pour tout n dans le
domaine de (J; St ¢,)*. Par unicité de décomposition polalre
de Sg;, ona Jpr =J; etd).
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«.e) Le lemme 2.5 b) montre que Jg = J¢; d’aprés 2.7 ¢),

£, est limite d’éléments de la forme xZ*{, car £, € .@a".
Pour tout yeM, yy*E, est limite d’éléments de la forme

yij*e*E, = ya(yx)*~ £, donc est dans .@g.

* Légalité’ 9’2 = 5’2 en résulte.

“f) L’existence de &, résulte facilement du lemme 2.5 a)
et de e¢). Soit &, tel que wy, = w, avec &, séparateur et
totalisateur pour M. Il existe alors un unitaire ue M’ tel
que &, = uf;. Lelemme 2.5 a) montre qu’alors 6(%,, &,) = u.

En particulier (d)) s1 &, € .@a ona u=1 et & =§,.

CororraIrE 2.8. — Sotent M une algébre de von Neumann,
s; et sy deux formes autopolaires sur M, ¢ > 0. Il existe un
h e M, positif et inversible, tel que:

|si(hxh, hyh) — so(z, y)| < el |yl Vo, yeM

Démonstration. — Soient # un espace hilbertien dans
lequel M admet deux vecteurs séparateurs et totalisateurs &,
et &, tels que:

?E = 5"2, si(@, y) = <Af2E, y&;0, 1=1,2, =, ye M.
Soit J =J;, = Jp; poura:yeM on a

$3(z, y) = <@k, Jy*Ez> = (wJyJ&,, &)
et pour heM, h = h*
sy(hxh, hyh) = {hxhJhyhJ&,, &,> = {xJyJhJhJIE;, hJRJE;>

Le corollaire 2.8 résulte donc du lemme suivant:

e

v LEMME 2.9. — Sotent M, §,, J, 9’& comme dans 2.6 alors :
= {hJhJEy, h e M+}~

Demonstratwn — Soit y € M; inversible, montrons que
gyio est limite d’éléments de la forme bJbE,, be M.
Soit  u = Ou.(y'2Ey, &); on a ueM, u*y?{, =%, € ?E.
Soient a = u*y'? et (a,) (n € N) une suite d’éléments de M,
analythues pour le groupe d’ automorphlsmes modulaires c,

de o, et de la forme f fullo(a)dt avec f, >
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f. € LY(R), telle que a, > a, quand n - oo, pour la topo-
logie * forte.
On a ai,= ff( )Atat, donc A%, € 5’?, Vn , ou

bn = O‘i/4(an). A.insi bnio € ?Eo et bn =z O-
On a JbE, = AP®b,Ey = AY%a,k, donc

buJbaJEy = Ala%aE, - ;

converge vers A}4a*af, = AP4y%,, quand n > .

3. Groupe des transformations linéaires -
du cone autopolaire associé a une algébre de von Neumann.

.

Soient M; une algébre de von Neumann dans Hj, &

un vecteur totalisateur et séparateur pour M;, #; = 9’5
le cone autopolaire correspondant. : = :

TratoriME 3.1. — (Isomorphismes d’algébres). .

Soit ® wun isomorphisme de Ualgébre M, sur Ualgébre M,
(pas nécessairement un x -isomorphisme). Il existe alors une
application linéaire L = Lg¢ unique de #7 sur. #5 telle
que: @(z) = LzL~ Vze M,.

Tutorime 3.2. — (Isomorphismes de Jordan.)

Sott « un * -Lsomorphl,sme de Jordan de lalgebre M, sur
Ualgébre M,. Alors il existe une isométrie unique U, de #;
sur #5 telle que <(«(z)§, &) = <xU'E, UE> pour tout
ey ettout xeM.

Tutorkme 3.3. — (Isomorphismes des espaces ordonnés:)

Sott L une bijection linéaire de #; sur #5 etsoit L = UT
la décomposition polaire de L.

Il existe un isomorphisme de Jordan unique «o: de M, sur
M, tel que U= U,. -

Il existe un opérateur positif inversible unique: h eM, tei
que T = hJhJ. -

TratoriEME 3.4. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,






